2eme Année Sciences Maths
Examen National 2018

Corrigé de I’exercice 1 :

1-
vV Exg (car 0O=M(0,0)€E )
v ECM,(R)
v" Soient M (x,y)et M (a,b)deux éléments de E :
Ona:
v - [ I
_ |x—a —2(y—b) ]
y=b (x—a)+2(y—b)
= M(x—a,y—b)

((x—a,y—b)eR?)
Donc : V(M (x,y).M (a.b))€E* : M(x,y)—M(a.b)€E
D’oll Eest un sous groupe de (M, (R).+)
2- a) Montrons que E est un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel (M ) (R)+)
v Ona: E=go et ECM,(R)
v’ Soient (.)€ R’ et (M (x,y).M (a.b))€ E?

Ona:
aM (x,y)+BM(a,b) = a[; x+22yy]+ﬁ.[z a+2§b]
[ —2ay ]+[ﬁa —Zﬁb]
ay ax+2ay| |Bb Ba+206b
ax+ Ba —2ay—20b
- ay+ 6b ax—i—ZOzy—i—ﬁa—i—Zﬁb]
ax+ fBa —2(ary+ 5b)

ay+pb (ax+pBa)+2(ay+b)
= M (ox+ Ba, oy + Bb)
((ax+ Ba,ay+Bb)eR?)
Donc : V(a,3)€R?, V(M (x,y).M (a.b))EE* : o.M (x,y)+B.M (a.b)€E
D’ou Eest un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel (M s (R)+) :

b)
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v' Soit M(x,y)€E,ona:

x =2y
y x+2y

x 0 0 —2y
+

0 x y 2y
10+0—2

= X
o 1) 71 2

= xI+yJ

M(x,y) =

Donc (1,J)est une famille génératrice de 1’espace vectoriel E

v' Soit (a,8)€R? :

Ona:
al+3J=0 = M(a,ﬁ):M(0,0)
5 weaslo o
= =
B a+23) (0 0
a=0
B=0
=
—23=0
a+28=0

= a=0 e (=0
Donc (1,7)est une famille libre de I’espace vectoriel E

v" On conclut que (7,J)est une base de I’espace vectoriel E

3- a)
v ECM,(R)
v’ Soit (M (x,y).M (a.b))€E* ,ona:
x =2y a —2b
M (x, M (a,b) =
(xy)x (a ) y x—|—2yxb a—|—2b]
B xa—?2yb —2xb—2ya—4yb
~ \ya+xb+2yb —2yb+xa+2bx+2ya+4yb
B xa—2yb —2(xb+ ya+2yb)
~ \xb+ya+2yb (xa—2yb)+2(xb+ ya+2yb)

= M (xa—2yb,xb+ ya+2yb)
((xa—2yb,xb+ ya+2yb) e R*)
Donc : V(M(x,y),M(a,b)) €E*: M(x,y)xM(a,b)e E
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D’oll Eest une partie stable de (M, (R).x)
b) Montrons que (E,+,x)est un anneau commutatif
v" (E,+)est un groupe commutatif ((E,+,.)est un espace vectoriel )

v’ "x" est associative
v "x"est distributive par rapport a "+"
v’ Soit (M (x,y).M (a.b))€E” :

M (x,y)xM (a,b) = M (xa— 2yb,xb+ ya+ 2yb)
= M (ax—2by,bx+ay+2by)
= M (a,b)xM(x,y)

Et par suite (E,+,x)est un anneau commutatif .

4- a) Soit (z,7/) E((C*)Z, ona:

v
g0<z><zl) = go((x+iy)x(a+ib))
— o((xa—yb)+i(xb+ ya))
= M ((xa — yb+xb+ ya);—(xb+ ya))
v
e(2)xp(z) = p(x+iy)xp(a+ib)

= M(x-l—y,—y)xM(a-i—b,—b)
= M((x+y)(atb)=2(~y)(=b).(x+y)(~b) = y(a+b)+2(~y)(~b))
= M (xa+ xb+ ya+ yb—2yb;—xb— yb— ya— yb+2yb)
= M(xa—i—xb—l—ya—yb;—(xb—l—ya))

Done v(z)(C) + plax)=pla)xel?)

Donc gest un homomorphisme de (C*,x)vers (M,(R).x)

b)
v' Soit M (x,y)€E’
Existe-t-il zde C*, tel que ¢ (z)=M (x,y)
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QD(Z):M(x,y) & gO(a—I—ib):M(x,y)
& M(a—l—b,—b):M(x,y)

at+b=x
=
b=y
a=x—>b
=
b=—y

& a=x+y et b=—y

Donc VM (x,y)€ E* 3(ab)=(x+y.—y)e(R) : platib)=M(xy)

Donc @est surjective

Et par suite (C*)=E*

¢) Ona @est un homomorphisme surjective

Et puisque (C*,x) est un groupe commutatif alors (gp(@*),x)est aussi un groupe
commutatif
Et comme ¢(C*)=E*, on a donc (E*,x)est un groupe commutatif .

5- Ona:
v' (E,+)est un groupe commutatif .

v (E*,x)est un groupe commutatif .

v’ "x"est distributive par rapport a "+"
Donc (E,+,x)est un groupe commutatif.

Corrigé de I’exercice 2 :

1- Soit p un nombre premier tel que : p=3+4k (keN*)
Ona: p—5=4k—2=2(2k—1) (keN’)

Soit x€Z :
Ona:

=1[p] = (x2>2k71 =1""[p]
= x = 1[p]
= X' = l[p]

Donc pour tout entier relatif x, si x> =1[p]alors x"° =1[p]

2- a) Soit x un entier relatif vérifiant : x"~ =1[p]
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Montrons que x et p sont premiers entre eux .

Puisque x" =1]p|alors il existe uc Ztel que x"°=1+up
Donc ucZtelque x"°*x—up=1 (p—6€N¥)

Donc d’apres le théoreme de Bézout xA p=1

D’ou x et psont premiers entre eux .

b) On a pun nombre premier et xA p =1

Donc d’apres le théoréme de Fermat : x”' =1[p|
c)

24 (k=1)(p—1) = 2+4(k—1)(4k+2)
= 2+4k>+2k—4k—-2
= 4k* —2k
= k(4k —2)
= k(p=5)

d) Ona x" El[p]

Donc (x" ) =1

Donc x*" =1[p ]

Donc x** ) =1[p]

Donc x*.x =1[p|

Donc x2.<x”71)k71 =1[p]

Et d’autre part on a x"' =1[p|

Donc (x”fl) =1[p]

k—1

k—1

Donc x2.<x”’l) =x’[ p]

On déduit que : x* =1[p]

3- Résolvons dans Z1’équation : x” =1[67|

2_ PS5 —

On a pour tout entier relatif x,

[Pl x [p]

avec pun nombre premier tel que : p=3+4k (k eN *)
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on 67 est un nombre premier et : 67 =3+4(16)

Ona:
2 =1[67] < x =1[67]
& x* =1[67]
& ¥ —1=0 67]
& (x—=1)(x+1)=0[67]
& x—1= 0[67] ou x+I1= 0[67] (car p est premier)

& x=1[67] ou x=1[67]
Donc S ={1+67k/k e Z}U{-1+ 67k k € Z}

Corrigé de I’exercice 3 :

I- Soit meC
On considere dans I’ensemble complexes C1’équation (E, )d’inconnue z :

Z2+(im—|—2)z+im—|—2—m:0

1- a)
A = (im+2) —4(1)(im+2—m)
= —m’ +4im+4—4im—8+4m
= —m*+4m—4
= —(m — 2)2
—~ (i(m—2))
— (im—2i)’
b)
v' Si m=2 : alors I’équation (E,)admet une solution unique
7= M - 1—i
2

Donc §={-1-i}

v Si meC—{2} : alors alors I’équation (E, ) admet deux solutions :
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Z:—(im+2)+(im—2i) . Z:—(im+2)—(im—2i)
2(1) 2(1)
—2-2i —2im—2+72i
= ou =—"——
2 2
z7=—1—1i ou z=—1—im+i

Donc § ={-1-i,—1—im+i}

2- Pour m=iv2
v

—1—i = J2

S e A

_ ﬁ[

™ .. ™
m+—|+ismn|T+—
4] [ 4]]

_ ﬁ[cos[Sj]mH[ ]] N Ve

A—imti = —l—i(ix/E)Jri
= 142 +i
_ NoTN BRI ER

__+_
\/5[ V2 2

2
1——+—l

<>+e[3”}]
S e
e’ +e 8]

ar
= \/Ee 8 x2cos[3§]

= J2|e

3

= \/Eel?

3m| A 3w
= 2\/§COS§.68 cos|— 2 >0

II-

1- Soit Rla rotation d’angle —%qui transforme M en M’

a) Daffixe z du centre de la rotation R est solution de I’équation z=—iz—1+i
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b)

Donc z=w
D’ou Qest le centre de R

z=—iz—1+41i

(1+i)z=—1+i
=1 (i)

1+i  (1+i)

b) Déterminons I’affixe bde B, ou Best le point tel que : A=R(B)

a=—ib—1+i
ib=—1+i—a
b:—1+.i—a
l
b:—l—l—l.—l—l—l—l
l
p=2
l
b=2
Ona
v
m—a = —im—1+i+1+i
—im—+2i
= —i(m—2)
= —i(m—b)
v
w—a i+14+i
—b) = —b
w—b(m ) i—2 (m=b)
14+ 2i
= —b
b
_ —i(—2+i)(m_b)
—2i
= —i(m—b)
Donc:m’—a:w_a( —b)
w—

v Si m=a : le résultat demandé est évident
v Sim=a:

Ona:
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/
nm —a

AM et M' sont alignés < eR
m—a
w—a m—>b

X eR

w—b m—a
& ABQ) et M sont cocycliques

-

¢) Ona: AM e M' sont alignés < A,B,{) et M sont cocycliques
Et par suite M appartient au cercle circonscrit au triangle ABQ) rectangle et
1socele en Q
(A=R(B))
Donc M appartient au cercle de diametre [AB]
AB |p—d P+i 0

2 2 2 2

v’ Et de centre le point 7 d’affixe : z, =< erb L

v Derayon : r=

Corrigé de I’exercice 4 :

1- a) soit x€)0,+o0] :

ona:

. -1
j;lt?dt - [ L’rt d
= Ll

_ foﬂ——(l”)/ dr

I+t

= |t —1n|1+t”;
= x—ln(1+x)
Donc <Vx6]0,—|—ooD ; J;xlt?dt:x—ln(l—l-x)

b) Soit x€0,+oq :
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u=1>=t=+u
t.dt:ldu
2

t=0—u=0

IIXHM:XZ
N gy 1R 1
—di= [ ==~ [ ——adu
0 141 o 14u 2»/; 1++u

x ot ||

o1t 240 T4u
¢) Soient x€0,+oof et ue0,x] :

du

Donc <Vxe]0,+oo[) :

On a 0<u<x’

Donc OS\/ZSx

Donc 1§1—|—\/;§1—1—x

Donc 1§ ! <1
I+x~ 1++u

Donc ! < 1 S%

2(14x) ~ 2(1+u)
x 1 x 1 21
Donc J; mdugﬁ mdugﬁ Edu

1 <x—1n(1+x)

Et par suite : (Vx€]0,+oc[) : ) e %

2- Ona:

1 <x—ln(1—|—x) 1
2(1+x)_ X 2
1 1

(Vx € ]0,-|—oo[) ;

I .
S0 2(11x) 2

f(x):[x+1]ln(1+x) L x=0
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1- a)Ona: f(0)=1

Et lim £ (x)= lim T in(1+ x) = lim(x+1)ln(1+x) =1
x—0" x—0" X x—0" X
lir(gl-i- x=1
Car
fim 120F)
x—0" X
Puisque lir(f} f(x)= lirg} x+1ln(1+x): £(0) alors f est continue a droite en 0
b) Ona:
x+1
_ In(1+x)—1
lim S (x)=1(0) — lim —X
=0 x—0 x—07 X
_ lim (x—i—l)ln(i—i—x)—x
x—0* X
_ lim xln(12+x)+ln(l—i—2)c)—x
x—=07 X X
~ im In(1+ x) B x—ln(zl—i—x)
=00 x x
— 1L
2
_ 1
2
Donc : f est dérivable a droite en 0 eton a f,(0) :%
C)
v lim f(x)= lim 2 n (1) = 400
X—400 xX—+400  x
fim 27—
Car : xtoo X
lim 1n(x+1) =+400
X—-+00
x+1
In(x+1) 2
v lim M: fm X xtlln(x—l—l): fim [x+1] ><ln()H—l):O
x—+00  x x—+400 X x—+00  x x——400 X x_|_1
. x-l—l]2
Jim |1 =1
Car: o
fim 10+
oo x41
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v' (C)admet une branche parabolique de direction I’axe des abscisses au voisinage

de +o00
2- a)ona:

Y1 et dérivable sur 0, 4-00]
X

fiixe
fo:x+—In(1+x) est dérivable sur |0,+oc]
Donc f = f,x f, est dérivable sur |0, 400
Soit x€]0,4o0] :
Ona:

f'(x) = [[x+1]ln(x+l)]

X

/

_ [le]lln(x—i-l)-i-le(ln(x"‘l))/

= _—zlln(x—i—l)—l—x—Hx !
X X x+1

1 1
= —?ln(x—i—l)—i—;
x—In(1+x)

.X2

Donc : (Vx€]0,400]) ; f’(x):%(zl‘"x)

b) ona(Vxe]O,JrooD : f/(x>:%

comme x* > 0alors le signe de f’(x) est le méme que le signe de x—In(1+x)

ona (Vxel0,+oo) ; 2(1:_ )Sx—ln(zlth)g%
X X
2

donc (Vx€]0,+o0]) : 2<1x+ )Sx—ln(1+x)§%xz
X

donc f'(x)>0

et par suite f est strictement croissante sur [0,+oc|

c)ona f estcontinue et strictement croissante sur [0,+oc|

done f([0,+ocf)=| £(0), lim £(x)

xX—+400

= [1,—1—00[
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V
4,,
},
2,,
b
g 1 =2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 4

—In(1
1- a) ona (Vxelo,+o0) ; 2(1ix)§x nx(z—H)S%
donc (Vx€]0,+00]) ; 0<2(1ir )Sx_lngl-l_X)S%
X X
et par suite <Vxe]0,+oo[) : 0<f’(x)§%

b)
v’ ona g est dérivable sur ]0,+o0]
soit x €0, 4o :
ona: g'(x)=f'(x)-1

et comme f'(x)<— alors f'(x)—-1<0

| =

donc (Vx€0.400]) ; g'(x)<0
et par suite g est strictement décroissante sur |0,+oc|

v/ ona gest continue et strictement décroissante sur |0,~+oc

donc g(]0,+oc[) =

lim g(x), lim g (x)/ = [-o00.1]

x—+00 x—0
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im sl = Jim ()=
= lim x M—1]
X—+00 X
= —00

lim x=+4o00

x—+00

car
tim L) g
X—+00 X

¢) Ona:
v’ gest continue sur |0,+oc|

v’ gest strictement décroissante sur |0,+oc]

v 0e g(]O,—i—ooD
Donc I’équation g(x)=0admet une solution unique « sur |0,+od
Et par suite I’équation f (x)=xadmet une solution unique asur ]0,+oc|

2- Soit aun réel de I'intervalle |0,4o0].
On considere la suite (u,) . définie par: u,=a et (VneN) ; u,, = f(u,)
a)
v Pour n=0 :
Onau,=aeta>0

Donc u,>0
v' Soit neN
* Supposons que u, >0
e Montrons que u,,, >0 ?
On a d’apres ’hypothese de récurrence u, >0
Et comme f est continue et strictement croissante sur [0,+oc|
Alors f(u,)> f(0)
Donc u,,, >1>0
v Onconclutque : (VneN) ; u,>0

b) Soit neN
Ona:
v’ f est continue sur 'intervalle fermé d’extrémités u, et o

v f est dérivable sur I’intervalle ouvert d’extrémités u, et o
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v (Vxe]O,—l—oo[) ; 0<f(x)<

N |~

Donc d’prés I’inégalité des accroissements finis : ‘ fu,)—f (oz)‘ g%

un—oz|

Et par suite (VneN) ;

1
U, _a| < E|un _a|
(f(u,)=u,, e fla)=a)
C)
v Pour n=0 :
0
Ona—ol=lao] et [4f}a-al=la-d

10
2 la=al

Donc |u, —a|<

v' Soit neN

* Supposons que |u, —Oz|§[%] la—a|

e Et montrons que :

1 n+l
un+l—a|§ E] la—al ?

On a d’apres la question précédente

1
0|2, o ()

Et on a d’apres 1’hypothese de récurrence |u, — o] < %] la—q|
1 1 n+l1
Donc |—|u, —a| < —] la—al| (+x)
2 2
1 n+l1
De (%) et (x*),onobtient: |u,, —a|< 5] la—q|

v" On conclut que(VrneN) ; |u, —a|< [%] la—a|
n—-+00

d) Ona —1<%<1 donc lim [l] =0

Donc lim

n—+00

l] |a—a|:0
2

Et comme (VrneN) ; |un—0z|§[%] la—a|
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Alors : lim u, =«

n—-+o0

Corrigé de I’exercice 5 :

On considere la fonction F définie sur Rpar : F(x)= f “edt
0

1-
v Ona ¢+ ¢ est continue sur R
( composée de deux fonctions continues sur R )
Donc Fest dérivable sur R (primitive d’une fonction qui s’annule en 0)
Et par suite F est continue sur R
v Soit x€éR :
On a F'(x) — e
Puisque : e >0
Alors : (VX € R) F'(x) >0

D’ol F est strictement croissante sur R

v Ona:t' >0
Dong : ¢ >1
Donc : foeldtZLfoldt
DoncZ(VxER) F(X)Zx
v  Ona:

lim x =400

X—400

(VxeR) F(x)>x

~

Donc : lim F(x)=+o0

X——+00

= Soit xeR,Ona:
v —xeR

Y OF(-x)= [ ear
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U=—-1=1t=—u

dt = —du
t=0—u=0
t=—x—u=x

F(—x)= J:;xe’zdt = —j;xe(fu)zdu = —j;xeuzdu = —j;xe’zdt =—F(x)
Donc F est impaire .

" |im F(x): lim F(—u): lim—F(u):—oo

X——00 U——0Q u——00

4- Puisque F est continue et strictement croissante sur R
alors F est une bijection de R vers F(R)

tel que : F(R)= F(|-oo,+o0])=| im F(x), lim F(x) =]-oc,+oc[= R
5- Ona F(0)=0
Et F'(0)=1 donc F'(0)=0
v' OnaF estdérivableen 0 et F'(0)=0
Donc G est dérivable en 0

Etona:G’(O):(F“)/(O):(F”)/(F(O)): ! :%:1

\]

23K
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