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( ن 3,5 ): انتمشٌه الأول   

    247:الصفحة  -  2013 أكتوبر – - الأجوبة من اقتراح الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

( ن 3) : انثاوًانتمشٌه   

 

 . مستقلان فٌما بٌنهما 𝐼𝐼 و 𝐼الجزءان  

 . كرات سوداء لا ٌمكن التمٌٌز بٌنها باللمس 4 كرات حمراء و 3ٌحتوي صندوق على 

 الذي 𝑋 كرات من الصندوق و نعتبر المتغٌر العشوائً 4نسحب عشوائٌا بالتتابع و بإحلال 

 .ٌساوي عدد الكرات السوداء المسحوبة من الصندوق 

  .𝑋حدد قانون احتمال المتغٌر العشوائً 

  .𝑋 الأمل الرٌاضً للمتغٌر العشوائً  𝐸 𝑋أحسب 

 :ننجز التجربة العشوائٌة التالٌة فً ثلاث مراحل كالآتً 

 .نسحب كرة من الصندوق ، نسجل لونها و نعٌدها إلى الصندوق  : المرحلة الأولى

 . كرات لها نفس لون الكرة المسحوبة فً المرحلة الأولى 5نضٌف إلى الصندوق  : المرحلة الثانية

  كرات من الصندوق الذي أصبح ٌحتوي على3نسحب بالتتابع و بدون إحلال  : المرحلة الثالثة

 . كرة بعد المرحلة الثانٌة 12                       

𝐺 من المجال  𝑦 و 𝑥لكل  = 𝑥 :  نضع  1,2  ∗ 𝑦 =
2 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 

 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 
 

     (        ℝ , +,∙) M3         فضاء متجهً حقٌقً و نضع                 و أن    :𝐴 =  
0 3 2
0 0 1
0 0 0

 .    

𝐴3:  تحقق أن  = 𝒪 ثم استنتج أن  𝐴      قاسم للصفر فً الحلقة  

𝐴2 :    تحقق أن  − 𝐴 + 𝐼  𝐴 + 𝐼 = 𝐼.   

,𝑀 𝑎:    نضع ℝ من 𝑏 و 𝑎لكل  𝑏 = 𝑎 ∙ 𝐼 + 𝑏 ∙ 𝐴 .                                  

𝐸:   و نعتبر المجموعة  =    𝑀 𝑎, 𝑏    /    𝑎, 𝑏  𝜖 ℝ2     

,𝐸 بٌن أن   . فضاء متجهً حقٌقً و حدد أساسا له  ∙,+

𝐴 ثم استنتج أن المصفوفة   + 𝐼   ًٌتم تحدٌده                          تقبل مقلوبا ف  .     (        ℝ , +,×) M3  

  .𝐺 قانون تركٌب داخلً فً المجموعة ∗بٌن أن 

+ℝ نذكر أن  
∗    زمرة تبادلٌة  ×,

+ℝ  تشاكل تقابلً من 𝑓بٌن أن 
∗   . ∗,𝐺  نحو  ×,

 .  زمرة تبادلٌة و حدد عنصرها المحاٌد  ∗,𝐺 استنتج أن  

𝑓 𝑥 =
𝑥 + 2

𝑥 + 1
+ℝ المعرف من 𝑓و نعتبر التطبٌق  

 : بما ٌلً 𝐺 نحو ∗
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𝒪:   حلقة واحدٌة صفرها                     نذكر أن    =  

0 0 0
0 0 0
0 0 0

𝐼: و وحدتها     =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

         (        ℝ , +,×) M3   
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(ن3,5 ) : انثانثانتمشٌه   

( ن 8,25 ) : انشاتغانتمشٌه   

𝑝 𝐸:   بٌن أن  ∩ 𝑁 =
12

55
  

   𝑝 𝐸أحسب 

 . قد تحقق 𝐸 علما أن الحدث 𝑅أحسب احتمال الحدث 

  .1 عددا عقدٌا ٌخالف 𝑎لٌكن 

𝑎نأخذ   = 𝑒𝑖𝜃  0  حٌث < 𝜃 < 𝜋.   

𝑎:   بٌن أن  − 1 = 2 sin  
𝜃

2
  𝑒

𝑖 
𝜃−𝜋

2
 

  

  .𝑧2 و 𝑧1استنتج الشكل المثلثً لكل من 

,ℴ المستوى العقدي منسوب إلى معلم متعامد ممنظم   𝑢  , 𝑣  .   

> ℜ 𝑎نفترض أن     . 𝐵′ 1 و  𝐶 𝑖 و  𝐵 −𝑖 و  𝐴 𝑎  و نعتبر النقط 0

  .𝑎 على التوالً بدلالة  𝐴𝐵  و  𝐴𝐶  منتصفً القطعتٌن 𝐾 و 𝐽حدد لحقً كل من 

 و قٌاس زاوٌته 𝐽 الدوران الذي مركزه 𝑟1لٌكن 
𝜋

2
 و قٌاس زاوٌته 𝐾 الدوران الذي مركزه 𝑟2و  .

𝜋

2
 

𝐶:  نضع  ′ = 𝑟1 𝐶   و  𝐴′ = 𝑟2 𝐴 .                                                                            

′𝑎:  بٌن أن  . ′𝐴 لحق ′𝑎 و ′𝐶 لحق ′𝑐و لٌكن  = 𝑧1  و  𝑐′ = 𝑧2.   

 أحسب  
𝑎 ′ −𝑐 ′

𝑎−1
  .′𝐴′𝐵′𝐶 ارتفاع فً المثلث  ′𝐴𝐵   ثم استنتج أن المستقٌم  

,0  الدالة العددٌة المعرفة على المجال 𝑓لتكن   :    بما ٌلً  ∞+
 
𝑓 𝑥 =

1

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2

𝑓 0 = 1                        

  

lim  ثم أحسب    0 متصلة على الٌمٌن فً النقطة 𝑓بٌن أن الدالة 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) 

lim (                             ٌمكنك استعمال النتٌجة   ) 0 على الٌمٌن فً النقطة 𝑓أدرس قابلٌة اشتقاق 
𝑥→0+

𝑥 ln 𝑥 2 = 0 

,0  قابلة للاشتقاق على المجال 𝑓بٌن أن الدالة   : و أن مشتقتها معرفة بـ  .  ∞+

 ∀𝑥 > 0   ;  𝑓 ′ 𝑥 =
−𝑥 ln 𝑥  1 + ln 𝑥 

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
3
2

 

𝐸 .  𝑧2    هما حلً المعادلة                                                                             :    بٌن أن  =
 𝑎 − 1  1 − 𝑖 

2
𝑧1   و    =

 𝑎 − 1  1 + 𝑖 

2
 

   = 𝐸 جمٌع الكرات المسحوبة فً المرحلة الثالثة سوداء    .  

 :نعتبر الأحداث التالٌة 

    = 𝑁 الكرة المسحوبة فً المرحلة الأولى سوداء    .  

    = 𝑅 الكرة المسحوبة فً المرحلة الأولى حمراء    .  

  .𝑓ضع جدول تغٌرات الدالة 
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 : التالٌة 𝑧 المعادلة ذات المجهول ℂنعتبر فً المجموعة 

 𝐸 ∶ 2 𝑧2 − 2 𝑎 − 1 𝑧 +  𝑎 − 1 2 = 0 
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𝑛∀    :تحقق أن  ≥ 1   ;   𝑣𝑛 = 𝑛2 ln arctan 𝑛  − ln arctan 𝑛 + 1     

𝑣𝑛  و                              :            نضع 𝑛لكل عدد صحٌح طبٌعً غٌر منعدم  = ln 𝑢𝑛  𝑢𝑛 =  
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
 

𝑛2

 

 :       باستعمال مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة بٌن أن 

 ∀𝑛 ≥ 1  ,  ∃ 𝑐 𝜖   𝑛 ; 𝑛 + 1      ;  𝑣𝑛 =
−𝑛2

 1 + 𝑐2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
 

𝑛∀  :   بٌن أن  ≥ 1   ;   
−𝑛2

 1 + 𝑛2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 
< 𝑣𝑛 <

−𝑛2

 1 +  1 + 𝑛 2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
 

lim :    أحسب النهاٌة 
𝑛∞

𝑢𝑛  

,0  من المجال 𝑥لكل  = 𝜑 𝑥:   نضع  ∞+ 𝑥 − 𝐹(𝑥).   

= 𝜑 𝑥 ، المعادلة  ℕ من 𝑛بٌن أنه لكل  𝑛 تقبل حلا وحٌدا  𝛼𝑛  0  فً المجال, +∞ .   

 (من أجل ذلك ٌمكن استعمال مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة  )

,0  الدالة العددٌة المعرفة على المجال 𝐹لتكن  = 𝐹 𝑥 :     بما ٌلً  ∞+  𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡 

,ℴ  فً معلم متعامد ممنظم  𝐹المنحنى الممثل للدالة           و لٌكن  𝑖 , 𝑗  .    
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

,𝑒  على المجال                        حدد دالة أصلٌة للدالة +∞ .  𝑥 ⟼
1

𝑥 ln 𝑥
 

𝑡∀  :بٌن أن  ≥ 𝑒   ;   𝑡 ln 𝑡 <  1 +  𝑡 ln 𝑡 2 <  2 𝑡 ln 𝑡 

lim :         و أن                                  :استنتج أن 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥)

𝑥
= 0 lim

𝑥→+∞
𝐹(𝑥) = +∞ 

  . ٌقبل نقطتً انعطاف المطلوب تحدٌد أفصول كل واحدة منهما            بٌن أن
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

≈ 𝐹 1نأخذ من أجل ذلك   )              أنشئ  𝐹  و  0,5  
1

𝑒
 ≈ 0,4  )  

𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

𝜑.  lim  ثم ادرس تغٌرات الدالة                                  :بٌن أن 
𝑥→+∞

𝜑(𝑥) = +∞ 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝛼𝑛∀ :  بٌن أن  ≥ 𝑛    ثم أحسب   lim
𝑛∞

𝛼𝑛  

𝑛∀  :    بٌن أن  ≥ 1   ;   0 <
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
<

𝐹 𝑛 

𝑛
+ 𝑓(𝑛) 

lim :     أحسب النهاٌة 
𝑛∞

 
𝛼𝑛

𝑛
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( ن 1,75 ) : انخامسانتمشٌه   

𝑡∀  :بٌن أن  ≥ 𝑒   ;   
1

 2
ln ln 𝑥 <  

1

 1 +  𝑡 ln 𝑡 2

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 < ln ln 𝑥  
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  2013أكتوبر   (  ):  من إعداد الأستاذ بدر الدين الفاتحي 

 

 2013أجوبة امتحان الدورة الإستدراكية  𝟐𝟓𝟎 :الصفحة 

 

 

  التمرين  الأول 

                                                      :منهجٌة التفكٌر فً هذا السؤال

𝛼نضع   =  𝑥 − 1  𝑦 − 𝛽  و   1 =  𝑥 − 2  𝑦 − 2    
,𝑥 ∀:   نرٌد أن نبٌن أن  𝑦  𝜖 𝐺2  ;   𝑥 ∗ 𝑦 𝜖 𝐺  

,𝑥 ∀:   ٌعنً نرٌد أن نبٌن أن  𝑦  𝜖 𝐺2  ;   1 < 𝑥 ∗ 𝑦 < 2 
                     : من أجل ذلك سوف نحتاج إلى أن نبٌن أن 

∀ 𝑥, 𝑦  𝜖 𝐺2  ;   𝑥 ∗ 𝑦 > 𝑥    و    1 ∗ 𝑦 < 2                            
 :   ٌعنً سوف نحتاج إلى أن نبٌن أن 

,𝑥 ∀:    ٌعنً  𝑦  𝜖 𝐺2  ;   𝛼 + 𝛽 > 𝛼  و  0 > 𝛽  و  0 > 0 

𝐺 عنصرٌن من المجال 𝑦 و 𝑥لٌكن  : إلى العمل =  1,2 .  

1:  إذن  < 𝑥 < 1  و  2 < 𝑦 < 2.   

0:  و منه  <  𝑥 − 1 < 0  و  1 <  𝑦 − 1 < 1.   

0:   أي  <  𝑥 − 1  𝑦 − 1 < 1  

𝑥 و هذا ٌعنً أن الكمٌة  − 1  𝑦 −          . كمٌة موجبة قطعا  1

𝑥 :    ٌعنً  − 1  𝑦 − 1 > 0  

1 : و لدٌنا كذلك  < 𝑥 < 1  و  2 < 𝑦 < 2   

1−  : إذن  <  𝑥 − 2 < 1−     و  0 <  𝑦 − 2 < 0   

𝑥 :  ٌعنً أن  − 𝑦   و   2 −  .  كمٌتان سالبتان قطعا  2

𝑥 :   ٌعنً . جداؤهما كمٌة موجبة قطعا : إذن  − 2  𝑦 − 2 > 0 

,𝑥 ∀:  فً المرحلة الأولى نبٌن أن  𝑦  𝜖 𝐺2  ;   𝑥 ∗ 𝑦 > 1    

𝑥 :   و من أجل ذلك ننطلق من الكتابة   − 1  𝑦 − 1 > 0  

 :نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً الكمٌة الموجبة قطعا التالٌة 

,𝑥 ∀: و هذا ٌعنً أنه  𝑦  𝜖 𝐺2  ;   𝑥 ∗ 𝑦 > 1    

,𝑥 ∀:    نبٌن أن  فً المرحلة الثانٌة  𝑦  𝜖 𝐺2  ;    𝑥 ∗ 𝑦 < 2 

𝑥 :  و من أجل ذلك ننطلق من الكتابة  − 2  𝑦 − 2 > 0   

𝑥 و نضٌف إلى كلا الطرفٌن الكمٌة   − 2  𝑦 − 2    

 :    ٌعنً 

 :نضرب طرفً هذه المتفاوتة فً الكمٌة الموجبة قطعا 

,𝑥 ∀:  ٌعنً  𝑦  𝜖 𝐺2  ;   2 > 𝑥 ∗ 𝑦 

,𝑥 ∀:  نستنتج أن  2  و  1 من النتٌجتٌن  𝑦  𝜖 𝐺2  ;  1 < 𝑥 ∗ 𝑦 < 2 

,𝑥 ∀:     ٌعنً  𝑦  𝜖 𝐺2  ;   𝑥 ∗ 𝑦 𝜖 𝐺 

  .𝐺 قانون تركٌب داخلً فً المجموعة ∗و بالتالً 

 :  تشاكلا ٌكفً أن نتحقق من أن 𝑓لكً ٌكون التطبٌق 

+ℝ عنصرٌن من المجموعة 𝑦 و 𝑥لٌكن 
∗.  

 : لدٌنا 

+ℝ  تشاكل من  𝑓إذن 
∗    . ∗,𝐺   نحو   ×,

 :    تقابلا ٌكفً أن ٌحقق ما ٌلً 𝑓لكً ٌكون 

= 𝑓 𝑥    تطبٌقا تقابلٌا عندما ٌكون للمعادلة𝑓ٌكون : أو بتعبٌر أسهل  𝑦 

+ℝ حل وحٌد فً  𝑥ذات المجهول 
  .𝑦  مرتبط بـ ∗

+ℝ و لنحل فً 𝐺 عنصرا من المجموعة 𝑦لٌكن 
= 𝑓 𝑥   المعادلة∗ 𝑦.  

𝑥 نضرب طرفً هذه المعادلة فً العدد الغٌر المنعدم  + 1           

𝑥 :   نجد  + 2 = 𝑦 𝑥 + 1  

𝑥:   ٌعنً  + 2 = 𝑥𝑦 + 𝑦 ًٌعن     :𝑥 1 − 𝑦 =  𝑦 − 1    

𝑦:   أي  − 𝑦𝑦′ − 2 + 2𝑦′ = 𝑦′ − 2 − 𝑦𝑦′ + 2𝑦 

𝑥    و نضٌف إلى كلا الطرفٌن الكمٌة  − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2   

𝑥 2 :نحصل على  − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 

>  𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 1  𝑦 − 2  

1

 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 
 

2  𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2  

>  𝑥 − 2  𝑦 − 2 + 2 𝑥 − 1  𝑦 − 1  

 :  نحصل على 
2 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 

 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 
> 1 

2 𝑥 − 2  𝑦 − 2 >  𝑥 − 2  𝑦 − 2  ∶  نجد  

𝑥 2  ثم نضٌف بعد ذلك إلى طرفً هذه المتفاوتة الكمٌة − 1  𝑦 − 1  

𝑥 2 : نجد  − 1  𝑦 − 1 + 2 𝑥 − 2  𝑦 − 2 

>  𝑥 − 2  𝑦 − 2 + 2 𝑥 − 1  𝑦 − 1  

1

 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 
 

2 >
2 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 

 𝑥 − 1  𝑦 − 1 +  𝑥 − 2  𝑦 − 2 
    ∶  نجد   

∀ 𝑥, 𝑦 𝜖 ℝ+
∗   ;   𝑓 𝑥 × 𝑦 = 𝑓(𝑥) ∗ 𝑓(𝑦) 

 ∀𝑦𝜖𝐺  ,   ∃! 𝑥 𝜖 ℝ+
∗    ∶   𝑓 𝑥 = 𝑦 

:   هذه المعادلة تصبح 

                              

𝑥   مع      > 0   

𝑥 + 2

𝑥 + 1
= 𝑦 

            نضرب طرفً هذه المعادلة فً العدد الغٌر المنعدم   
1

1 − 𝑦
 

𝑥 =
𝑦 − 2

1 − 𝑦
     ∶  نجد   

 .   وحٌد لأنه إذا افترضنا غٌر ذلك             نلاحظ أن التعبٌر  
𝑦 − 2

1 − 𝑦
 

𝑦 − 2

1 − 𝑦
=

𝑦′ − 2

1 − 𝑦′
 :     فإنه سوف نحصل على  

𝑓 𝑥 ∗ 𝑓 𝑦 =  
𝑥 + 2

𝑥 + 1
 ∗  

𝑦 + 2

𝑦 + 1
  

=
2  

𝑥 + 2
𝑥 + 1

− 1  
𝑦 + 2
𝑦 + 1

− 1 +  
𝑥 + 2
𝑥 + 1

− 2  
𝑦 + 2
𝑦 + 1

− 2 

 
𝑥 + 2
𝑥 + 1 − 1  

𝑦 + 2
𝑦 + 1 − 1 +  

𝑥 + 2
𝑥 + 1 − 2  

𝑦 + 2
𝑦 + 1 − 2 

 

=
 

2
𝑥 + 1  

1
𝑦 + 1 +  

−𝑥
𝑥 + 1  

−𝑦
𝑦 + 1 

 
1

𝑥 + 1  
1

𝑦 + 1 +  
−𝑥

𝑥 + 1  
−𝑦

𝑦 + 1 
 

=
𝑥𝑦 + 2

𝑥𝑦 + 1
= 𝑓(𝑥 × 𝑦) 

𝑓 𝑥 ∗ 𝑓(𝑦) = 𝑓(𝑥 × 𝑦)  إذن   : 

𝑥 =
𝑦′ − 2

1 − 𝑦′
                       ٌحقق    ′𝑦أي وجود عدد آخر  

 :    تطبٌق معرف بما ٌلً 𝑓لدٌنا 

𝑓 ∶    ℝ+
∗ ,×   ⟼   𝐺,∗                      

𝑥  ⟼  
𝑥 + 2

𝑥 + 1

 

I 1 

I 2 أ 

 1  

 2  

∀  𝑥, 𝑦  𝜖 𝐺2  ;   
2𝛼 + 𝛽

𝛼 + 𝛽
>     و  0

2𝛼 + 𝛽

𝛼 + 𝛽
< 2 
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𝑦 :   أي  − 𝑦′ = 𝑦:      أي 0 = 𝑦′   

+ℝٌكفً الآن أن نتحقق من أن هذا الحل ٌنتمً إلى  
∗.   

1:  لدٌنا  < 𝑦 < 1−:    إذن 2 <  𝑦 − 2 < 0   

1:  و لدٌنا  < 𝑦 < 1−:    إذن 2 <  1 − 𝑦 < 0   

𝑦 إذن  − 1  و  2 − 𝑦 كمٌتان سالبتان قطعا                        .

 .أي أن خارجهما كمٌة موجبة قطعا 

+ℝ تقابل من 𝑓ٌعنً أن 
  .𝐺 نحو ∗

+ℝ  تشاكل تقابلً من  𝑓 : خلاصة
∗    . ∗,𝐺   نحو   ×,

نعلم أن التشاكل التقابلً ٌحافظ على البنٌة الجبرٌة لمجموعة الإنطلاق 

ٌُحولها إلى مجموعة الوصول   .و 

   . ⊺,𝐹  نحو   ∗,𝐸  من مجموعة 𝑓ٌعنً أنه عندما نتوفر على تشاكل تقابلً 
انطلاقا من البنٌة الجبرٌة       ⊺, فإنه نستنتج البنٌة الجبرٌة للمجموعة 

  . 𝑓 عن طرٌق التطبٌق  ∗,𝐸 للمجموعة 

  .𝐸 فً ∗ هو العنصر المحاٌد للقانون 𝑒 حلقة و  ⊺,∗,𝐸 لتكن  : تذكير

𝐴3:    إذن  = 𝒪 

𝐴3:    و لدٌنا  = 𝐴 × 𝐴2 = 𝒪 

𝐴2:    مع  =  
0 0 3
0 0 0
0 0 0

 ≠ 𝒪 

𝐴 : ٌعنً  + 𝐼 ×  𝐴2 − 𝐴 + 𝐼 =  𝐴2 − 𝐴 + 𝐼 ×  𝐴 + 𝐼 = 𝐼 

𝐴 : و لدٌنا  + 𝐼 =  
0 3 2
0 0 1
0 0 0

 +  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =  
1 3 2
0 1 1
0 0 1

  
 :     تشاكل تقابلً معرف بما ٌلً 𝑓فً هذا السؤال لدٌنا 

𝑓 ∶    ℝ+
∗ ,×  ⟼  𝐺,∗  

   تقبل حلا وحٌدا و هو            إذن المعادلة        
𝑦 − 2

1 − 𝑦
 𝑓 𝑥 = 𝑦 

;   𝑦 𝜖  1,2 ∀ :     ٌعنً أنه ٌكفً أن نبٌن أن    
𝑦 − 2

1 − 𝑦
> 0 

;   𝑦 𝜖  1,2 ∀ :    ٌعنً    
𝑦 − 2

1 − 𝑦
> 0 

,  𝑦𝜖𝐺∀  :    إذن    ∃! 𝑥 =
𝑦 − 2

1 − 𝑦
 𝜖 ℝ+

∗   ∶   𝑓 𝑥 = 𝑦 

 انطلاقا من البنٌة الجبرٌة             إذن نستنتج البنٌة الجبرٌة للمجموعة 

+ℝ لـ 
∗   .𝑓 عن طرٌق التطبٌق  ×,

  𝐺,∗  

+ℝ و بما أن 
∗     1 زمرة تبادلٌة عنصرها المحاٌد هو العدد الحقٌقً  ×,

  𝑓 1  زمرة تبادلٌة كذلك عنصرها المحاٌد هو العدد الحقٌقً  ∗,𝐺 فإن  

أي العدد 
3

2
 :   و للتأكد من ذلك ٌكفً أن تتحقق من أن  . 

 ∀𝑥𝜖𝐺   ;   𝑥 ∗
3

2
=

3

2
∗ 𝑥 = 𝑥 

 :  قاسم للصفر إذا تحققت الشروط التالٌة 𝐸 من 𝑥نقول بأن عنصرا 

 
 𝑥 ≠ 𝑒                                                   
 ∃ 𝑦 𝜖 𝐸 ∖  𝑒   ;   𝑥 ⊺ 𝑦 = 𝑦 ⊺ 𝑥 = 𝑒

  

𝒪  التً صفرها                    نعتبر الحلقة الواحدٌة       =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

   

𝐼و وحدتها   =  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .   

    (        ℝ , +,×) M3  

𝐴 نلاحظ فً البداٌة أن       ≠ 𝒪 

     𝒪 تخالف 2  و توجد مصفوفة و هً           إذن نستنتج أن  

𝐴و تحقق   × 𝐴2 = 𝐴2 × 𝐴 = 𝒪   

𝐴 ≠ 𝒪 

 𝐴2 − 𝐴 + 𝐼 ×  𝐴 + 𝐼 = 𝐴3 + 𝐴2 − 𝐴2 − 𝐴 + 𝐴 + 𝐼 

= 𝐴3 + 𝐼 = 𝒪 + 𝐼 = 𝐼 

 تبادلً فً   × إذن 𝐼   حلقة تبادلٌة وحدتها                      و نعلم أن    

. 

    (        ℝ , +,×) M3       ℝ  M3  

𝐴 و بالتالً   + 𝐼    ًمصفوفة قابلة للقلب ف                              

𝐴2 و مقلوبها هو المصفوفة   − 𝐴 + 𝐼 .   

    (        ℝ , +,×) M3  

 .و بالتالً فإن التعبٌر             وحٌد 
𝑦 − 2

1 − 𝑦
 

                                          مصفوفتان من   𝐼 و 𝐴و بما أن 

𝐴2 فإن المصفوفة  − 𝐴 + 𝐼    عنصر من  

     ℝ  M3  
     ℝ  M3  

𝐴3 :لدٌنا  = 𝐴 × 𝐴 × 𝐴 

=  
0 3 2
0 0 1
0 0 0

 ×  
0 3 2
0 0 1
0 0 0

 ×  
0 3 2
0 0 1
0 0 0

  

=  
0 0 3
0 0 0
0 0 0

 ×  
0 3 2
0 0 1
0 0 0

 =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

 = 𝒪 

𝒪لدٌنا المصفوفة   =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

  فً +  هً العنصر المحاٌد لـِ  

 

     ℝ  M3  

, ℝ        )      قاسم للصفر فً الحلقة     𝐴المصفوفة  :إذن حسب التذكٌر  +,×) M3  

  :                                                                       خلاصة

 مقلوب المصفوفة  
1 3 2
0 1 1
0 0 1

   هً المصفوفة   
1 −3 1
0 1 −1
0 0 1

 .   

 :  و لدٌنا كذلك 

 𝐴2 − 𝐴 + 𝐼 =  
0 0 3
0 0 0
0 0 0

 −  
0 3 2
0 0 1
0 0 0

 +  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  

=  
0 −3 1
0 0 −1
0 0 0

 +  
1 0 0
0 1 0
0 0 1

  

=  
1 −3 1
0 1 −1
0 0 1

  

  .𝐹 تبادلً أو تجمٌعً فً ⊺ فإن 𝐸 تبادلً أو تجمٌعً فً ∗إذا كان 

 هو العنصر  𝑓 𝑒 فإن 𝐸 فً ∗ هو العنصر المحاٌد للقانون 𝑒إذا كان 

  .𝐹 فً ⊺المحاٌد للقانون 

 هو مماثل 𝑓(𝑥′) فإن 𝐸 فً ∗ بالنسبة للقانون 𝑥 هو مماثل ′𝑥إذا كان 

𝑓(𝑥) فً ⊺ بالنسبة للقانون 𝐹  

 : و من ثم 

I 2 ب 

II 1 ب 

II 1 أ 

 𝐹,⊺  

𝐴2 
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,𝐸 لكً ٌكون     فضاء متجهً حقٌقً                          ∙,+

 :ٌكفً أن نتحقق من الشروط التالٌة 

 . هو ضرب مصفوفة فً عدد حقٌقً ∙و 

,𝑀 𝑎لتكن   𝑏   و  𝑀 𝑐, 𝑑  مصفوفتان من  𝐸.  

,𝐸 :   نستنتج أن  2  و  1 من النتٌجتٌن     فضاء متجهً حقٌقً ∙,+

,𝐼 نعتبر الأسرة  𝐴 .  
,𝐼 من الواضح أن الأسرة  𝐴  ًمولدة للفضاء المتجه  𝐸, +,∙ .  

,𝑀 𝑎 ∀:    لأن  𝑏  𝜖 𝐸 ;   𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑎𝐼 + 𝑏𝐴 

 𝐴 و 𝐼 تكتب على شكل تألٌفة خطٌة للمصفوفتٌن 𝐸ٌعنً أن كل مصفوفة من 

,𝐼 لنبٌن الآن أن الأسرة  . 𝐴  حرة . 

  .𝐴 و 𝐼من أجل ذلك ننطلق من تألٌفة خطٌة منعدمة للمصفوفتٌن 

,     إذن الأسرة 𝐴  حرة . 

,𝐼 و بما أن  𝐴  ًأسرة حرة و مولدة للفضاء المتجه 𝐸 فإنها أساس لهذا 

 الفضاء المتجهً الحقٌقً

 التمرين الثانـــي 

عندما نسحب عشوائٌا بالتتابع و بإحلال أربع كرات من صندوق ٌحتوي 

 . نتٌجة ممكنة 74 كرات فإن هذه التجربة العشوائٌة تحتمل 7على 
= 𝑐𝑎𝑟𝑑 Ω:     ٌعنً  74 = 2401 

 . هو كون إمكانٌات هذه التجربة العشوائٌة Ω: بحٌث 

 𝑋 هو المتغٌر العشوائً الذي ٌربط كل عملٌة بعدد الكرات السوداء 

 𝑋إذن القٌم التً ٌمكن أن ٌأخذها المتغٌر العشوائً . المسحوبة من الصندوق 

= 𝑋 Ω:    ٌعنً  . 4 أو 3 أو 2 أو 1 أو 0هً   0,1,2,3,4  

  .𝑋 من قٌم المتغٌر العشوائً 𝑘لنحسب إذن احتمال كل قٌمة 

𝒑 𝑿: لنحسب  = 𝟎   

𝑋 الحدث  =  34 هو الحصول على أربع كرات كلها حمراء و توجد  0

 .امكانٌة لسحب الكرات الأربع 

𝒑 𝑿: لنحسب  = 𝟏   

𝑋 الحدث  =  هو الحصول على كرة سوداء واحدة و ثلاث كرات  1

 :و من أجل ذلك لدٌنا . حمراء 

  إمكانٌة لسحب الكرة السوداء41 

 𝐶4
  إمكانٌة لاختٌار السحبة صاحبة الكرة السوداء1

  إمكانٌة لسحب ثلاث كرات حمراء33 

𝒑 𝑿:  لنحسب  = 𝟐    

𝑋 الحدث  = .  هو الحصول على كرتٌن حمراوٌن و كرتٌن سوداوٌن  2

 :و من أجل ذلك لدٌنا 

 . إمكانٌة لسحب الكرتٌن السوداوٌن 42 

 𝐶4
 . إمكانٌة لاختٌار مكان الكرتٌن السوداوٌن 2

 . إمكانٌة لسحب الكرتٌن الحمراوٌن 32 

  ℝ  M3       هو جمع المصفوفات فً     +و 

,𝐸 فً البداٌة نبٌن أن  , ℝ        )      زمرة جزئٌة من الزمرة    + +) M3  
  ℝ  M3       جزء غٌر فارغ من    𝐸لدٌنا 

,𝐸 إذن  , ℝ        )      زمرة جزئٌة من الزمرة     + +) M3  
,𝐸  فإن                  تبادلً فً +و بما أن    ℝ  M3        زمرة تبادلٌة +

 جزء من الفضاء المتجهً 𝐸نستنتج الخاصٌات المتبقٌة من خلال كون 

                                                                      ∙  جزء مستقر بالنسبة للقانون 𝐸  و كون                          الحقٌقً  

,𝑀 𝑎 ∀: و ذلك لأن  𝑏  𝜖 𝐸 , ∀𝛼𝜖ℝ  ;   𝛼 ∙ 𝑀 𝑎, 𝑏 = 𝑀 𝛼𝑎, 𝛼𝑏  𝜖 𝐸  

    (        ℝ , +,∙) M3  

𝑎 ∙ 𝐼 + 𝑏 ∙ 𝐴 = 𝒪 

⟹   
𝑎 0 0
0 𝑎 0
0 0 𝑎

 +  
0 3𝑏 2𝑏
0 0 𝑏
0 0 0

 =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

  

⟹   
𝑎 3𝑏 2𝑏
0 𝑎 𝑏
0 0 𝑎

 =  
0 0 0
0 0 0
0 0 0

  

⟹   
 𝑎 = 0
 𝑏 = 0

  

 

R 

N 

N N 

N 

R R 

𝑃𝑋  ∶    0,1,2,3,4   ⟼   0,1                                             

𝑘  ⟼  𝑃𝑋 𝑘 = 𝑝 𝑋 = 𝑘 
 

المعرف على        سٌكون إذن التطبٌق 𝑋قانون احتمال المتغٌر العشوائً 

 :     بما ٌلً  0,1  نحو المجال  0,1,2,3,4 المجموعة 

𝑃𝑋  

,𝑀 𝑎:                   لدٌنا  𝑏 − 𝑀 𝑐, 𝑑 = 𝑎𝐼 + 𝑏𝐴 − 𝑐𝐼 − 𝑑𝐴 

=  𝑎 − 𝑐 𝐼 +  𝑏 − 𝑑 𝐴 

= 𝑀  𝑎 − 𝑐  ; 𝑏 − 𝑑   𝜖 𝐸 

 
∀ 𝑥, 𝑦 𝜖 𝐸
∀ 𝛼, 𝛽 𝜖 ℝ

 ;  

 
 
 

 
 

  

,𝐸   زمرة تبادلٌة +                   

𝛼 ∙  𝑥 + 𝑦 = 𝛼 ∙ 𝑥 + 𝛼 ∙ 𝑦
 𝛼 + 𝛽 ∙ 𝑥 = 𝛼 ∙ 𝑥 + 𝛽 ∙ 𝑥  
 𝛼 × 𝛽 ∙ 𝑥 = 𝛼 ∙  𝛽 ∙ 𝑥      
1 ∙ 𝑥 = 𝑥                                 

   

 ℝ      هو الضرب فً ×بحٌث 

𝑝 𝑋 :إذن  = 0 =
34

74
=

81

2401
 

  :     إذن 
∀ 𝐴, 𝐵 𝜖 𝐸
∀ 𝛼, 𝛽 𝜖 ℝ

 ;  

 
 
 

 
 

  

,𝐸   زمرة تبادلٌة +                   

𝛼 ∙  𝐴 + 𝐵 = 𝛼 ∙ 𝐴 + 𝛼 ∙ 𝐵
 𝛼 + 𝛽 ∙ 𝐴 = 𝛼 ∙ 𝐴 + 𝛽 ∙ 𝐴  
 𝛼 × 𝛽 ∙ 𝐴 = 𝛼 ∙  𝛽 ∙ 𝐴      
1 ∙ 𝐴 = 𝐴                                 

   

𝑝 𝑋 : إذن  = 1 =
41 × 𝐶4

1 × 33

74
=

432

2401
 

𝑝 𝑋 :  إذن  = 2 =
42 × 𝐶4

2 × 32

74
=

864

2401
 

I 

II 2 

1 

 𝐼, 𝐴  

 𝟏  

 𝟐  
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𝒑 𝑿:   لنحسب  = 𝟑  

𝑋 الحدث  =  هو الحصول على ثلاث كرات سوداء و كرة حمراء  3

 : و من أجل ذلك لدٌنا . واحدة 

 . إمكانٌة لسحب الكرة الحمراء 31 

 𝐶4
 . إمكانٌة لاختٌار السحبة صاحبة الكرة الحمراء 1

 . إمكانٌة لسحب الكرات السوداء الثلاث 43 

𝒑 𝑿:  لنحسب  = 𝟒   

𝑋 الحدث  =  . هو الحصول على أربع كرات كلها سوداء  4

 المعرف بما ٌلً 𝑃𝑋 هو التطبٌق 𝑋و بالتالً قانون احتمال المتغٌر العشوائً 

: 

 :و للتأكد من صحة الجواب ٌجب أن نحصل على 

81

2401
+

432

2401
+

864

2401
+

768

2401
+

256

2401
= 1 

𝑝 𝐸:    لدٌنا  ∩ 𝑁 = 𝑝𝑁 𝐸 × 𝑝 𝑁  

 هو الحصول على ثلاث كرات سوداء من خلال 𝐸و لدٌنا كذلك الحدث 

 .ثلاث سحبات متتابعة بدون إحلال 

 فً المرحلة الثالثة إلى ثلاث أحداث جزئٌة 𝐸إذن نستطٌع تجزيء الحدث 

 : و مستقلة فٌما بٌنها و هً 

 𝐸1 : الحصول على كرة سوداء فً السحبة الأولى 

 𝐸2 : الحصول على كرة سوداء فً السحبة الثانٌة 

 𝐸3 : الحصول على كرة سوداء فً السحبة الثالثة 

𝐸:    إذن نكتب  = 𝐸1 ∩ 𝐸2 ∩ 𝐸3 

= 𝑝𝑁 𝐸:  و منه  𝑝𝑁 𝐸1 × 𝑝𝑁 𝐸2 × 𝑝𝑁 𝐸3  

 التمرين الثالــــث 

  .𝑧2 و 𝑧1 تقبل حلٌن عقدٌٌن  𝐸 إذن المعادلة 

𝑎 :    بحٌث 𝜑 و 𝑟هدفنا هو البحث عن  − 1 = 𝑟 𝑒𝑖𝜑.   

− cos 𝜃:     ٌعنً  1 + 𝑖 sin 𝜃 = 𝑟 cos 𝜑 + 𝑖 𝑟 sin 𝜑  

  :      أي 
cos 𝜃 − 1 = 𝑟 cos 𝜑 

sin 𝜃 = 𝑟 sin 𝜑         
  

 :   من خلال دمج مربعً هاتٌن المتساوٌتٌن 

− cos 𝜃 :    نجد   1 2 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 𝑟2 𝑐𝑜𝑠2𝜃 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃  

𝐸 𝑋 =  𝑘 ∙ 𝑝 𝑋 = 𝑘 

4

0

 

= 0  
81

2401
 + 1  

432

2401
 + 2  

864

2401
 + 3  

768

2401
 + 4  

256

2401
  

=
5488

2401
=

16

7
 

𝑝 𝐸 = 𝑝 𝐸 ∩ 𝑁 + 𝑝 𝐸 ∩ 𝑅  

=
12

55
+ 𝑝𝑅 𝐸1 × 𝑝𝑅 𝐸2 × 𝑝𝑅 𝐸3 × 𝑝 𝑅  

=
12

55
+

4

12
×

3

11
×

2

10
×

3

7
 

=
12

55
+

72

9240
=

87

385
 

  𝒑𝑬 𝑹لنحسب   

𝑝𝐸 𝑅 =
𝑝 𝑅 ∩ 𝐸 

𝑝 𝐸 
=

𝑝𝑅 𝐸 × 𝑝 𝑅 

𝑝 𝐸 
 

=
𝑝𝑅 𝐸1 × 𝑝𝑅 𝐸2 × 𝑝𝑅 𝐸3 × 𝑝 𝑅 

𝑝 𝐸 
 

=

4
12

×
3

11 ×
2

10 ×
3
7

87
385

=
1

29
 

 :   المعادلة التالٌة ℂلنحل فً مجموعة الأعداد العقدٌة 
 𝐸 ∶ 2 𝑧2 − 2 𝑎 − 1 𝑧 +  𝑎 − 1 2 = 0 

𝑎لدٌنا   = 𝑒𝑖𝜃  0  مع < 𝜃 < 𝜋 إذن    : 𝑎 − 1 = 𝑒𝑖𝜃 − 1   

 𝑎 − 1 = 𝑒𝑖𝜃 − 1 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃 − 1 

= cos 𝜃 − 1 + 𝑖 sin 𝜃  

𝑝 𝐸 :    ٌعنً  ∩ 𝑁 = 𝑝𝑁 𝐸 × 𝑝 𝑁  

= 𝑝𝑁 𝐸1 × 𝑝𝑁 𝐸2 × 𝑝𝑁 𝐸3 × 𝑝 𝑁  

=
9

12
×

8

11
×

7

10
×

4

7
=

2016

9240
=

12

55
 

𝑃𝑋  ∶    0,1,2,3,4   ⟼   0,1                                             

0  ⟼  𝑃𝑋 0 =
81

2401

1  ⟼  𝑃𝑋 1 =
432

2401

2  ⟼  𝑃𝑋 2 =
864

2401

3  ⟼  𝑃𝑋 3 =
768

2401

4  ⟼  𝑃𝑋 4 =
256

2401

 

=∆:                                      لدٌنا  4 𝑎 − 1 2 − 8 𝑎 − 1 2 

= −4 𝑎 − 1 2 

=  2𝑖 𝑎 − 1  
2

 

𝑧1 =
2 𝑎 − 1 + 2𝑖 𝑎 − 1 

4
=

 𝑎 − 1  1 + 𝑖 

2
 

𝑧2 =
2 𝑎 − 1 − 2𝑖 𝑎 − 1 

4
=

 𝑎 − 1  1 − 𝑖 

2
 

𝑝 𝑋 :   إذن  = 3 =
31 × 𝐶4

1 × 43

74
=

768

2401
 

𝑝 𝑋 :    إذن  = 4 =
44

74
=

256

2401
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𝑐𝑜𝑠2𝜃:  ٌعنً  − 2 cos 𝜃 + 1 + 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = 𝑟2  

1 2:   ٌعنً  − cos 𝜃 = 𝑟2 

2:   ٌعنً   1 −  2 𝑐𝑜𝑠2  
𝜃

2
 − 1  = 𝑟2 

2:      ٌعنً   2 − 2 𝑐𝑜𝑠2  
𝜃

2
  = 𝑟2 

4:      ٌعنً   1 − 𝑐𝑜𝑠2  
𝜃

2
  = 𝑟2 

𝑠𝑖𝑛2 4:      ٌعنً   
𝜃

2
 = 𝑟2 

𝑟:   ٌعنً  = 2 𝑠𝑖𝑛  
𝜃

2
𝑟   و    > 0   

sinو ننطلق من الكتابة    . 𝜑ٌكفً الآن تحدٌد قٌمة  𝜃 = 𝑟 sin 𝜑   

sin:    ٌعنً   2 ∙
𝜃

2
 = 2 sin  

𝜃

2
 sin 𝜑  

2:    ٌعنً  sin  
𝜃

2
 cos  

𝜃

2
 = 2 sin  

𝜃

2
 sin 𝜑  

cos:   ٌعنً   
𝜃

2
 = sin 𝜑   

cos:   ٌعنً   
𝜃

2
 = cos  

𝜋

2
− 𝜑   

cos:    ٌعنً   
𝜃

2
 = cos  𝜑 −

𝜋

2
  

:    ٌعنً 
𝜃

2
≡ 𝜑 −

𝜋

2
  2𝜋  

′𝑐   و     = 𝑧2  إذن   :𝑎′ = 𝑧1  

  . ′𝐴′𝐶  عمودي على المستقٌم  ′𝐴𝐵 و هذا ٌعنً أن المستقٌم 
                  ′𝐴′𝐵′𝐶 ارتفاع فً المثلث   ′𝐴𝐵 أي أن المستقٌم 

⊥ ′𝐴′𝐶    و   ′𝐵′𝜖  𝐴𝐵لأن     𝐴𝐵′ .  

 التمرين الرابـــع 

 . متصلة على ٌمٌن الصفر 𝑓و هذا ٌعنً أن الدالة 

 : فً البداٌة لدٌنا 

 1 + 𝑖 =  2  
 2

2
+  i 

 2

2
 =  2  cos

π

4
+ i sin

π

4
 =  2e

iπ
4  

 :  و لدٌنا كذلك 

 1 − 𝑖 =  2  cos  
−π

4
 + i sin  

−π

4
  =  2e

−iπ
4  

𝑧1 :    إذن  =
 𝑎 − 1  1 + 𝑖 

2
=

1

2
∙ 2 sin  

𝜃

2
 ∙  2 𝑒

𝑖𝜋
4  

=  2 sin  
𝜃

2
  𝑒

𝑖𝜋
4  

𝑧2 =
 𝑎 − 1  1 − 𝑖 

2
=

1

2
∙ 2 sin  

𝜃

2
 ∙  2 𝑒

−𝑖𝜋
4  

=  2 sin  
𝜃

2
  𝑒

−𝑖𝜋
4  

  . 𝐴𝐶  هً منتصف القطعة 𝐽لدٌنا 

  . 𝐴𝐵  هً منتصف القطعة 𝐾و لدٌنا 

= 𝑎𝑓𝑓 𝐽 :إذن 
𝑎𝑓𝑓 𝐴 + 𝑎𝑓𝑓 𝐶 

2
=

𝑎 + 𝑖

2
 

= 𝑎𝑓𝑓 𝐾 :    إذن 
𝑎𝑓𝑓 𝐴 + 𝑎𝑓𝑓 𝐵 

2
=

𝑎 − 𝑖

2
 

 و زاوٌته𝐾 دوران مركزه       و بنفس الطرٌقة لدٌنا 
2

  𝑟2 

= 𝑟1 𝐶 : إذن حسب التعرٌف العقدي للدوران نكتب                       و لدٌنا  𝐶′ 

 و زاوٌته 𝐽 دوران مركزه      لدٌنا 
2

.  𝑟1 

 :إذن 
𝑎′ − 𝑐′

𝑎 − 1
= 𝑖  و منه  : arg  

𝑎′ − 𝑐′

𝑎 − 1
 ≡

𝜋

2
  𝜋  

,        𝐵′𝐴  :    ٌعنً  𝐶′𝐴′                    
 ≡

𝜋

2
  𝜋  

lim : لدٌنا 
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

1

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2
=

1

 1 +  0+ 2
 

=
1

 1 + 0
= 1 = 𝑓(0) 

  .∞+ بجوار 𝑓لنحسب الآن نهاٌة 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+∞

1

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2
=

1

 1 +  +∞ 2
 

=
1

 1 + ∞
=

1

+∞
= 0 

𝜑ٌعنً  ≡
𝜃−𝜋

2
  2𝜋      

𝑎 :    إذن  − 1 = 2 sin  
𝜃

2
 𝑒

𝑖 
𝜃−𝜋

2
 

 

 𝑎𝑓𝑓 𝐶′ − 𝑎𝑓𝑓 𝐽  = 𝑒
𝑖𝜋
2  𝑎𝑓𝑓 𝐶 − 𝑎𝑓𝑓 𝐽   

⟺  𝑐′ −
𝑎 + 𝑖

2
 = 𝑖  𝑖 −

𝑎 + 𝑖

2
  

⟺ 𝑐′ =
−1 − 𝑖𝑎 + 𝑎 + 𝑖

2
 =

 𝑎 − 1  1 − 𝑖 

2
= 𝑧2 

= 𝑟2 𝐴 : إذن حسب التعرٌف العقدي للدوران نكتب                      و لدٌنا  𝐴′ 

 𝑎𝑓𝑓 𝐴′ − 𝑎𝑓𝑓 𝐾  = 𝑒
𝑖𝜋
2  𝑎𝑓𝑓 𝐴 − 𝑎𝑓𝑓 𝐾   

⟺  𝑎′ −
𝑎 − 𝑖

2
 = 𝑖  𝑎 −

𝑎 − 𝑖

2
  

=
 𝑎 − 1  1 + 𝑖 

2
= 𝑧1 ⟺ 𝑎′ =

𝑖𝑎 − 1 + 𝑎 − 𝑖

2
 

 :لدٌنا 
𝑎′ − 𝑐′

𝑎 − 1
=

 𝑎 − 1  𝑖 + 1 
2 −

 𝑎 − 1  1 − 𝑖 
2

𝑎 − 1
1

 

=
 𝑎 − 1  𝑖 + 1 − 1 + 𝑖 

2
×

1

 𝑎 − 1 
 

=
𝑖 𝑎 − 1 

 𝑎 − 1 
= 𝑖 

lim :إذن 
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0 

lim :إذن 
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) 
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1 نضرب البسط و المقام فً المرافق   +  1 +  𝑥 ln 𝑥 2  نجد     : 

𝑓𝑑 قابلة للإشتقاق على ٌمٌن الصفر و 𝑓و هذا ٌعنً أن الدالة 
′  0 = 0.  

 .         𝐼 دالة معرفة و قابلة للإشتقاق على مجال 𝑔إذا كانت  : تذكير

  .𝐽 دالة معرفة و قابلة للإشتقاق على مجال 𝑓و كانت 

𝑓إذن تكون الدالة  ∘ 𝑔 قابلة للإشتقاق على المجال 𝐼 إذا كان   :𝑔 𝐼 ⊆ 𝐽   

;𝑥 𝜖  0 ∀:  و نضع  +∞   ;   𝜓 𝑥 = 𝑥 ln 𝑥 
;𝑥 𝜖  0 ∀:    إذن  +∞   ;   𝑓 𝑥 = 𝜑 ∘ 𝜓  𝑥  

,0  دالة معرفة و قابلة للاشتقاق على المجال 𝜓لدٌنا  +∞   

  .ℝ دالة معرفة و قابلة للاشتقاق على 𝜑و 

𝜑إذن تكون الدالة  ∘ 𝜓 0  قابلة للاشتقاق على; +∞                

,𝜓   0:    إذا كان  +∞   ⊆ ℝ 

,0  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن  +∞ .  

= 𝜓 𝑥:      لدٌنا  𝑥 ln 𝑥 𝜖  
1

𝑒
, +∞ ⊂ ℝ 

,𝜓   0:     إذن  +∞   ⊆ ℝ 

𝑓إذن الدالة   = 𝜑 ∘ 𝜓 0   قابلة للاشتقاق على المجال; +∞ .  

𝑓إذن إشارة  ′(𝑥)  تتعلق بإشارتً الكمٌتٌن  ln 𝑥   1   و + ln 𝑥 .   

lnالكمٌة  𝑥 ً1 و الكمٌة  1  تنعدم ف + ln 𝑥 ًتنعدم ف  
1

𝑒
.  

 : كما ٌلً 𝑓نستنتج إذن جدول تغٌرات الدالة 

 : نحسب النهاٌة التالٌة 0 على الٌمٌن فً 𝑓لدراسة اشتقاق الدالة 

lim
𝑥→0+

 
𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
  

 :و من أجل ذلك نستعٌن بالنهاٌتٌن التالٌتٌن 

lim
𝑥→0+

𝑥  ln 𝑥 2 = lim      و       0
𝑥→0+

 𝑥 ln 𝑥 = 0 

lim :   لدٌنا 
𝑥→0+

 
𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
 = lim

𝑥→0+

1

𝑥
 

1

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2
− 1  

= lim
𝑥→0+

1

𝑥
 

1 −  1 +  𝑥 ln 𝑥 2

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2
  

= 𝑓 𝑥 :    لدٌنا 
1

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2
 

;   𝑥𝜖ℝ∀  :نضع    𝜑 𝑥 =
1

 1 + 𝑥2
 

𝑥∀  : نلاحظ فً البداٌة أن  > 0   ;    1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
3
2 > 0 

𝑓 : إذن  ′ 𝑥 =
−1

2
 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 

−1
2

−1 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 ′  

=
−1

2
 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 

−3
2  2𝑥 ln 𝑥  𝑥 ln 𝑥 ′  

=
−1

2
 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 

−3
2  2𝑥 ln 𝑥  1 + ln 𝑥  

=
−𝑥 ln 𝑥  1 + ln 𝑥 

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
3
2

 

,0  عنصرا من المجال 𝑥لٌكن   :    لدٌنا  .  ∞+

𝑓 𝑥 =
1

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2
=  1 +  𝑥 ln 𝑥 2 

−1
2  

𝑥∀  : إذن  > 0   ;  𝑓 ′(𝑥) =
−𝑥 ln 𝑥  1 + ln 𝑥 

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
3
2

 

1

𝑒
 0 +∞ 1 𝒙 

1 + ln 𝑥 

ln 𝑥 

𝑓 ′(𝑥) 

𝑓 

− 

− 

− 

− 

+ 

+ 

+ 

+ 

− 

1 1 

𝑓 
1

𝑒
  0 

0 

0 

0 

0 

;𝑥 𝜖  𝑒:  بما أن  ln:     فإن  ∞+ 𝑥 ≥ 1   

𝑥 نجد أن الدالة  0 تساوي 𝑐نأخذ الثابتة  → ln ln 𝑥  دالة أصلٌة  

𝑥للدالة   →
1

𝑥 ln 𝑥
;𝑒   على المجال  +∞ .  

𝑥و أشٌر إلى أن   → ln ln 𝑥  1   دالة معرفة و متصلة على; +∞  

,𝑒 إذن فهً متصلة على  ,𝑒 :   لأن  ∞+ +∞  ⊂   1, +∞ .   

  : لدٌنا 
1

𝑥 ln 𝑥
𝑑𝑥 =  

 
1
𝑥 

ln 𝑥
𝑑𝑥 =  

 ln 𝑥 ′

 ln 𝑥 
𝑑𝑥 

= ln  ln 𝑥  + 𝑐    ;    𝑐𝜖ℝ 

lim :إذن 
𝑥→0+

 
𝑓 𝑥 − 𝑓(0)

𝑥 − 0
 = 0 

= lim
𝑥→0+

1

𝑥
 

1 −  1 +  𝑥 ln 𝑥 2

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2
  

1 +  1 +  𝑥 ln 𝑥 2

1 +  1 +  𝑥 ln 𝑥 2
  

= lim
𝑥→0+

1

𝑥
 

1 − 1 −  𝑥 ln 𝑥 2

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2  1 +  1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
  

= lim
𝑥→0+

1

𝑥
 

− 𝑥 ln 𝑥 2

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2  1 +  1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
  

= lim
𝑥→0+

 −𝑥 ln 𝑥 2  
1

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2  1 +  1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
  

=  −0  
1

 1 +  0 2  1 +  1 +  0 2 
 =  0  

1

2
 = 0 

 1 ب

 د 1

 أ 2
 ج 1
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,𝑒  عنصرا من المجال 𝑡لٌكن  +∞ .  

0ننطلق من المتفاوتة  < 𝑡  و نضٌف إلى طرفٌها الكمٌة 1 ln 𝑡 2 

𝑡 : نجد  ln 𝑡 2 < 1 +  𝑡 ln 𝑡 2 

𝑡  :    و منه  ln 𝑡 2 <  1 +  𝑡 ln 𝑡 2 

𝑡∀ :   ٌعنً  ≥ 𝑒   ;   𝑡 ln 𝑡 <  1 +  𝑡 ln 𝑡 2  

𝑡و لدٌنا كذلك  ≥ 𝑒  إذن ln 𝑡 ≥ 1.   

𝑡:     نضرب هاتٌن المتفاوتتٌن طرفا بطرف نجد  ln 𝑡 ≥ 𝑒 > 1 

𝑡∀ :    نحتفظ بالمتفاوتة  ≥ 𝑒   ;   𝑡 ln 𝑡 > 1 

𝑡∀ :    التً تصبح  ≥ 𝑒   ;   𝑡 ln 𝑡 2 > 1 

𝑡 نضٌف إلى طرفً هذه المتفاوتة الكمٌة  ln 𝑡 2                       

𝑡∀ :    نجد  ≥ 𝑒   ;   2  𝑡 ln 𝑡 2 > 1 +  𝑡 ln 𝑡 2 

𝑡∀ :    ٌعنً  ≥ 𝑒   ;    2 𝑡 ln 𝑡 >  1 +  𝑡 ln 𝑡 2 

𝑥 عددا حقٌقٌا بحٌث 𝑥لٌكن  ≥ 𝑒.  

 :و نحصل بذلك على الوضعٌة التالٌة 

 :  نستنتج أن  2  و  1 من النتٌجتٌن 

 ∀𝑡 ≥ 𝑒   ;   𝑡 ln 𝑡 <  1 +  𝑡 ln 𝑡 2 <  2 𝑡 ln 𝑡 

 :من خلال آخر تأطٌر حصلنا علٌه نستنتج أن 

 ∀𝑡 ≥ 𝑒   ;   
1

 2
 

1

𝑡 ln 𝑡
 <

1

 1 +  𝑡 ln 𝑡 2
<

1

 𝑡 ln 𝑡
 

∫نُدخل التكامل  𝑑𝑡
𝑥

𝑒
 :  على هذا التأطٌر نجد 

1

 2
  

1

𝑡 ln 𝑡
 

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 <  
1

 1 +  𝑡 ln 𝑡 2

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 <  
1

 𝑡 ln 𝑡

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 

 :   ٌعنً 
1

 2
 ln ln 𝑡  𝑒

𝑥 <  
1

 1 +  𝑡 ln 𝑡 2

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 <  ln ln 𝑡  𝑒
𝑥  

 :   ٌعنً 
1

 2
ln ln 𝑥 <  

1

 1 +  𝑡 ln 𝑡 2

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 < ln ln 𝑥  

 :لدٌنا حسب آخر تأطٌر 

1

 2
ln ln 𝑥 <  

1

 1 +  𝑡 ln 𝑡 2

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 < ln ln 𝑥  

 :    إذن 
1

 2
ln ln 𝑥 <  𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 < ln ln 𝑥  

lim :    لدٌنا 
𝑥→+∞

ln ln 𝑥 = ln ln +∞  = ln +∞ = +∞ 

 :   و هذا ٌعنً حسب خاصٌة التأطٌر و النهاٌات أن 

lim
𝑥→+∞

 𝑓(𝑡)
𝑥

𝑒

𝑑𝑡 = +∞ 

lim :   إذن 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = +∞ 

 :  من جهة ثانٌة ، لدٌنا 
1

 2
ln ln 𝑥 <  𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 < ln ln 𝑥  

 :  نجد 𝑥نضرب أطراف هذا التأطٌر فً العدد الموجب قطعا 

1

 2
 

ln ln 𝑥 

𝑥
 <

1

𝑥
 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 <
ln ln 𝑥 

𝑥
 

lim :     لنحسب النهاٌة 
𝑥→+∞

 
ln ln 𝑥 

𝑥
  

 : إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة 

1

 2
ln ln 𝑥 

       
<  𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 < ln ln 𝑥       

𝑥 → +∞ 
𝑥 → +∞ 

+∞ 
+∞ 

lim :   إذن 
𝑥→+∞

𝐹(𝑥) = lim
𝑥→+∞

 𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡 

= lim
𝑥→+∞

  𝑓(𝑡)
𝑒

0

𝑑𝑡 +  𝑓(𝑡)
𝑥

𝑒

𝑑𝑡  

= lim
𝑥→+∞

  𝑓(𝑡)
𝑒

0

𝑑𝑡 + lim
𝑥→+∞

  𝑓(𝑡)
𝑥

𝑒

𝑑𝑡  

= lim
𝑥→+∞

 
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒

𝑟é𝑒𝑙𝑙𝑒
 + lim

𝑥→+∞
  𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡  

=  +∞ +  +∞ = +∞ 

lim :     لدٌنا 
𝑥→+∞

 
ln ln 𝑥 

𝑥
 = lim

𝑥→+∞
 

ln ln 𝑥 

𝑥
 ×

ln 𝑥

ln 𝑥
 

= lim
𝑥→+∞

 
ln ln 𝑥 

ln 𝑥
 ×

ln 𝑥

𝑥
 

= lim
𝑥→+∞
𝑦→+∞
𝑦=ln 𝑥

ln 𝑦

𝑦
×

ln 𝑥

𝑥
= 0 × 0 = 0 

lim :     إذن 
𝑥→+∞

 
ln ln 𝑥 

𝑥
 = 0 

1

 2
 

ln ln 𝑥 

𝑥
 

         
<

1

𝑥
 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 <
ln ln 𝑥 

𝑥     
 

 𝟎 

𝑥 → +∞ 𝑥 → +∞ 

𝟎 

 :  و منه حسب خاصٌة النهاٌات و التأطٌر نستنتج أن 

lim
𝑥→+∞

1

𝑥
 𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 = 0 

 ب 2

 ج 2

 د 2

 𝟏  

 𝟐  

 𝟏  
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,0  على المجال 𝑓 دالة أصلٌة للدالة 𝐹إذن  +∞ .  

,𝑥 𝜖  0 ∀:   أو بتعبٌر الاشتقاق نكتب  +∞   ;   𝐹′ 𝑥 = 𝑓(𝑥) 

,0  قابلة للاشتقاق على المجال 𝑓و بما أن الدالة  +∞   

,0  قابلة للاشتقاق على المجال ′𝐹فإن الدالة  +∞ .  

,0  على المجال 𝐹"(𝑥)إذن تنعدم الدالة  +∞                      

ln عندما تنعدم الكمٌتٌن  𝑥  1  و + ln 𝑥 .  

𝑥 إذا كان   𝐹" 𝑥أي تنعدم الدالة  = 𝑥  أو  1 =
1

𝑒
   

 .و تتغٌر إشارتها بجوار تلك النقطتٌن و ذلك حسب جدول الإشارة السابق 

𝑓و ذلك انطلاقا من جدول إشارة  ′(𝑥).  

,𝑥 𝜖  0 ∀:  لأن  +∞   ;   𝐹"(𝑥) = 𝑓′(𝑥) 

,0  معرفة على 𝜑من جهة ثانٌة لدٌنا  = 𝜑 𝑥:   بما ٌلً  ∞+ 𝑥 − 𝐹 𝑥   

,0  قابلة للاشتقاق على 𝐹و لدٌنا كذلك  = 𝐹′ 𝑥:    بحٌث  ∞+ 𝑓 𝑥    

,0  دالة قابلة للاشتقاق على المجال 𝜑إذن  +∞   
= 𝜑′ 𝑥:     و لدٌنا  1 − 𝐹′ 𝑥 = 1 − 𝑓(𝑥) 

𝑥نلاحظ أنه إذا كان  = = 𝑓 𝑥 فإن 0 1  

1:  ٌعنً  − 𝑓(𝑥) أي     :𝜑′ 𝑥 = 0    

0  إذا كان ≤ 𝑥 ≤
1

𝑒
𝑓(0)  فإن    ≥ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓  

1

𝑒
             

,0  دالة تناقصٌة على المجال 𝑓لأن 
1

𝑒
 .  

1:    إذن  ≥ 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓  
1

𝑒
  

1:  ٌعنً  − 𝑓 𝑥 ≥ ≤ 𝜑′ 𝑥:     أي 0 0   

,0  دالة تزاٌدٌة على المجال 𝜑إذن 
1

𝑒
 .  

  إذا كان
1

𝑒
≤ 𝑥 ≤ 𝑓  فإن  1  

1

𝑒
 ≤ 𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 1             

  دالة تزاٌدٌة على المجال 𝑓لأن 
1

𝑒
, 1 .  

𝑓إذن    
1

𝑒
 ≤ 𝑓 𝑥 ≤ 1:   ٌعنً 1 − 𝑓 𝑥 ≥ ≤ 𝜑′ 𝑥:     أي 0 0   

  دالة تزاٌدٌة على المجال 𝜑إذن 
1

𝑒
, 1 .  

𝑥 :  إذا كان ≥ 𝑓(𝑥):    فإن 1 ≤ 𝑓(1)                             

,1  دالة تناقصٌة على المجال 𝑓لأن  +∞ .  

𝑓(𝑥):  إذن  ≤ 1:    ٌعنً 1 − 𝑓(𝑥) ≥ ≤ 𝜑′ 𝑥:    أي 0 0.   

,1  دالة تزاٌدٌة على المجال 𝜑إذن  +∞ .  

lim :     نستغل إذن هذه النهاٌة لحساب 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 

𝑥
 

,0  دالة عددٌة معرفة على 𝐹لدٌنا  = 𝐹 𝑥 :     بما ٌلً  ∞+  𝑓(𝑡)
𝑥

0

𝑑𝑡 

,𝑥 𝜖  0 ∀   :     و لدٌنا  +∞     ; 𝐹" 𝑥 = 𝑓′(𝑥) =
−𝑥 ln 𝑥  1 + ln 𝑥 

 1 +  𝑥 ln 𝑥 2 
3
2

 

  و ٌمكن أن نضٌف جدول التقعر للمنحنى  
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

 ٌقبل نقطتً انعطاف أفصولاهما على التوالً            و بالتالً 
1

𝑒
   .1 و 

𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

lim :   نستعمل النهاٌة 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 

𝑥
= 0 

 :    لدٌنا 

lim
𝑥→+∞

𝜑 𝑥 = lim
𝑥→+∞

 𝑥 − 𝐹(𝑥) = lim
𝑥→+∞

𝑥  1 −
𝐹 𝑥 

𝑥
  

=  +∞  1 − 0 = +∞ 

lim :   لدٌنا 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 

𝑥
= lim

𝑥→+∞

1

𝑥
 𝑓(𝑡)

𝑥

0

𝑑𝑡 

= lim
𝑥→+∞

1

𝑥
  𝑓(𝑡)

𝑒

0

𝑑𝑡 +  𝑓(𝑡)
𝑥

𝑒

𝑑𝑡  

= lim
𝑥→+∞

1

𝑥
  𝑓(𝑡)

𝑒

0

𝑑𝑡 + lim
𝑥→+∞

1

𝑥
  𝑓(𝑡)

𝑥

𝑒

𝑑𝑡 
             

0

 

=  
1

+∞
 ×  

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒
𝑟é𝑒𝑙𝑙𝑒

 + 0 = 0 

lim :     إذن 
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 

𝑥
= 0 

𝐹"(𝑥) + 

1

𝑒
 0 +∞ 1 

 
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

𝒙 

ف
طا

نع
 ا
طة

نق
 

ف
طا

نع
 ا
طة

نق
 

 مقعر مقعر
  محدب

𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

 
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹  

𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

0 0 − − 

𝓞 𝟒 𝟏

𝐞
 

 
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

𝟏 𝟐 𝟑 

𝟏 

𝟐 

𝟑 

𝟎, 𝟓 

   . 𝐹" 𝑥لدراسة نقط انعطاف المنحنى          ندرس إشارة المشتقة الثانٌة 
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

,0  دالة تزاٌدٌة قطعا على المجال  𝜑 : خلاصة +∞ .  

 ٌقبل فرعا            المنحنى:  بقولنا  2  و  1 و ٌمكن تفسٌر النهاٌتٌن 

 .شلجمٌا فً اتجاه محور الأفاصٌل 

 
𝟏𝟏

𝟎𝟏𝟐
  C 𝐹 

lim :     إذن 
𝑥→+∞

𝜑 𝑥 = +∞ 

 ص 2

 هـ 2

 أ 3

 2  
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,0  دالة متصلة و تزاٌدٌة قطعا على المجال 𝜑لدٌنا  +∞ .  

,0  تقابل من المجال 𝜑إذن  ,𝜑   0 نحو صورته  ∞+ +∞   .  

,0  تقابل من المجال 𝜑إذن  ,0  نحو المجال  ∞+ +∞ .  

 . عددا صحٌحا طبٌعٌا 𝑛لٌكن 
,𝑛 𝜖  0:  إذن  ⊃ ℕ:    لأن  ∞+   0, +∞    

,0 فً المجال   𝑛إذن ٌوجد عنصر وحٌد نرمز له بـ  +∞          

= 𝜑 𝛼𝑛:  بحٌث  𝑛   

= 𝜑 𝑥المعادلة  : أو بتعبٌر آخر  𝑛 ذات المجهول  𝑥 تقبل حلا وحٌدا 

,0  فً المجال 𝛼𝑛و هو    .ℕ من 𝑛 و ذلك كٌفما كان  ∞+

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    أن  (رأٌنا حسب السؤال ب   𝛼𝑛 ≥ 0 

≤ 𝐹 𝛼𝑛إذن   𝐹 0  لأن  𝐹  0  تزاٌدٌة على المجال, +∞ .   

;   𝑛𝜖ℕ∀ :   ٌعنً أن    𝐹 𝛼𝑛 ≥ 0  
𝑥∀ :    و نعلم أن  ≥ 0   ;   𝜑 𝑥 = 𝑥 − 𝐹(𝑥) 

= 𝜑 𝛼𝑛:  إذن  𝛼𝑛 − 𝐹 𝛼𝑛  لأن    :𝛼𝑛 ≥ 0   

= 𝐹 𝛼𝑛:    ٌعنً  𝛼𝑛 − 𝜑 𝛼𝑛  

𝛼𝑛:   نحصل على  2  و  1 بدمج  − 𝜑 𝛼𝑛 ≥ 0           

𝛼𝑛:  ٌعنً  ≥ 𝜑 𝛼𝑛    

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    و نعلم أن    𝜑 𝛼𝑛 = 𝑛 

𝑛𝜖ℕ   ;  𝛼𝑛∀ :    إذن  ≥ 𝑛 

𝑛لٌكن  ≥   .𝑛𝜖ℕ و 1

,0  متصلة و قابلة للاشتقاق على المجال 𝐹لدٌنا الدالة  +∞         

,𝑥 𝜖  0 ∀: بحٌث  +∞   ;   𝐹′ 𝑥 = 𝑓(𝑥) 

 فً أي مجال 𝐹إذن بإمكاننا تطبٌق مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة على الدالة 

,0 محدود ٌوجد ضمن  +∞ .  

;0 نختار المجال  : في المرحلة الأولى 𝛼𝑛  .  

;0 لدٌنا   𝛼𝑛  ⊂  0, 𝑛𝜖ℕ   ;  𝛼𝑛∀   لأن     ∞+ ≥ 0 

  من المجال 𝑐إذن ، حسب مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة ، ٌوجد عنصر 

0:  لدٌنا  < 𝑐 < 𝛼𝑛 إذن    :𝑓 0 < 𝑓 𝑐 < 𝑓 𝛼𝑛    

𝛼𝑛بما أن   ≥ 𝑛 ≥ ;𝑛 𝜖  1  فإن  1 𝛼𝑛  و   ∞+  𝜖  1; +∞    

𝛼𝑛لدٌنا   ≥ 𝑛  إذن  𝑓 𝛼𝑛 ≤ 𝑓 𝑛  لأن   𝑓 1  تناقصٌة على; +∞  

. 

;0  فً 𝐹فً المرحلة الثانٌة نُطبق مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة على الدالة  𝑛  

. 

0:   لدٌنا  < 𝜀 < 𝑛 إذن     :𝑓 0 < 𝑓 𝜀 < 𝑓(𝑛)     

 .ما ٌهمنا فً هذا التأطٌر الغرٌب هو الشق الأٌمن فقط 

𝜑   0, +∞   =   𝜑 0  ;  lim
𝑥→+∞

𝜑 𝑥   =  0, +∞  ∶  و لدٌنا  

 : و هذا ٌعنً حسب تعرٌف التقابل 

  ∀ 𝑦 𝜖  0, +∞    ,   ∃! 𝑥 𝜖  0, +∞     ;   𝜑 𝑥 = 𝑦 

,  𝑛𝜖ℕ∀  : أو بتعبٌر أخٌر    ∃! 𝛼𝑛  ≥ 0    ;   𝜑 𝛼𝑛 = 𝑛 

𝐹 𝛼𝑛 − 𝐹 0 

𝛼𝑛 − 0
= 𝐹′ 𝑐 = 𝑓 𝑐    ∶ ;0     بحٌث    𝛼𝑛   

0:  ٌعنً  < 𝑐 < 𝛼𝑛    و   
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
= 𝑓(𝑐) 

1 :    و منه  <
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
< 𝑓 𝛼𝑛  

0 :    ٌعنً  <
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
< 𝑓(𝑛) 

;0  من 𝜀إذن ٌوجد عنصر  𝑛  بحٌث      : 

𝐹 𝑛 − 𝐹(0)

𝑛 − 0
= 𝐹′ 𝜀 = 𝑓(𝜀) 

0:  ٌعنً  < 𝜀 < 𝑛     و   
𝐹 𝑛 

𝑛
= 𝑓(𝜀) 

1 :       أي                                   :   ٌعنً  <
𝐹 𝑛 

𝑛
< 𝑓 𝑛  0 < 1 <

𝐹 𝑛 

𝑛
< 𝑓(𝑛) 

0 :          أي                                :   ٌعنً  <
𝐹 𝑛 

𝑛
< 𝑓(𝑛) −𝑓(𝑛) <

−𝐹 𝑛 

𝑛
< 0 

 :  طرفا بطرف نجد  2  و  1 نجمع التأطٌرٌن 

−𝑓(𝑛) <
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
−

𝐹 𝑛 

𝑛
< 𝑓(𝑛) 

 :    أي 
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
−

𝐹 𝑛 

𝑛
< 𝑓(𝑛) 

 :    الذي ٌصبح 
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
<

𝐹 𝑛 

𝑛
+ 𝑓(𝑛) 

0 :     نستنتج أن  1 و من التأطٌر  <
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
 

 :  نستنتج أن  4  و  3 إذن من 

 ∀𝑛 ≥ 1   ;   0 <
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
<

𝐹 𝑛 

𝑛
+ 𝑓(𝑛) 

 :نعلم حسب الأسئلة السابقة أن 

lim
𝑥→+∞

𝐹 𝑥 

𝑥
= lim    و   0

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = 0 

lim :    إذن 
𝑛∞

 
𝐹 𝑛 

𝑛
+ 𝑓(𝑛) = 0  

lim : إذن نحصل على الوضعٌة التالٌة :                        نلاحظ أن 
𝑛∞

𝑛 = +∞ 

𝑛∞ 

+∞ 

 ∀𝑛𝜖ℕ   ;  𝛼𝑛 ≥ 𝑛  

ٌُصبح  ⋆ و منه فإن التأطٌر    : 

 ∀𝑛 ≥ 1   ;  0 <
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
<

𝐹 𝑛 

𝑛
+ 𝑓(𝑛)

         
 

𝑛∞ 

𝟎 
𝟎 

𝑛∞ 

lim : إذن حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 
𝑛∞

 𝛼𝑛 = +∞ 

 :    نكتب  ∗ إذن بالرجوع إلى التأطٌر 

0 < 1 <
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
< 𝑓 𝛼𝑛 < 𝑓(𝑛) 

 2  

 1  

 3  

 4  

 ⋆  

 ب 3

 ج 3

 أ 4
 ب 4

𝛼𝑛  

 2  

 1  

 ∗  
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𝑥∀ :     من جهة أخرى نعلم أن  ≥ 0   ;   𝜑 𝑥 = 𝑥 − 𝐹(𝑥) 

𝛼𝑛لدٌنا   ≥ = 𝜑 𝛼𝑛  إذن    0 𝛼𝑛 − 𝐹 𝛼𝑛  

;   𝑛𝜖ℕ∀ :    و نعلم كذلك أن    𝜑 𝛼𝑛 = 𝑛 

𝑛:  إذن  = 𝛼𝑛 − 𝐹 𝛼𝑛  ًٌعن      :𝐹 𝛼𝑛 = 𝛼𝑛 − 𝑛  

 التمرين الخامس 

;0  المعرفة على 𝑓نعتبر  = 𝑓 𝑥:   بما ٌلً  ∞+ ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥     

  متصلة 𝑓لدٌنا حسب الخاصٌات العامة لاتصال مركب دالتٌن أن الدالة 

;0 على  ;0  قابلة للاشتقاق على المجال 𝑓و كذلك    ∞+ +∞   

;0  دالة قابلة للإشتقاق على 𝑙𝑛لأن   دالة قابلة 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 و  ∞+

;0    و   ℝللاشتقاق على  +∞  ⊂  ℝ.   

 فً أي مجال 𝑓إذن بإمكاننا تطبٌق مبرهنة التزاٌدات المنتهٌة على الدالة 

;0 محدود و ٌوجد ضمن  +∞   

𝑛لٌكن  ≥ ; 𝑛  و نختار المجال  1  𝑛 + 1 .   

;𝑥 𝜖  0 ∀:    لدٌنا  +∞   ;   𝑓 𝑥 = ln arctan 𝑥   

 :     ٌعنً 

 :     نجد 2نضرب طرفً هذه المتساوٌة فً العدد الغٌر المنعدم 

𝑛:    لدٌنا  < 𝑐 < 𝑛 + 1 

 : نجد ℝ على هذا التأطٌر و علما أنها تزاٌدٌة قطعا على 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛نُدخل الدالة 

𝑛:   و لدٌنا كذلك  < 𝑐 < 𝑛 + 1 

1 :  إذن  + 𝑛2 <  1 + 𝑐2 < 1 +  𝑛 + 1 2 

 : نُدخل على هذا التأطٌر دالة المقلوب نجد 

 :  نجد 𝑛2−و نضرب أطرف هذا التأطٌر فً العدد السالب قطعا 

 :نجد  (2و نستغل بعد ذلك نتٌجة السؤال 

 :    أي 
𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
=

𝛼𝑛 − 𝑛

𝛼𝑛
= 1 −

𝑛

𝛼𝑛
 

lim :      ٌعنً 
𝑛∞

𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
= lim

𝑛∞
 1 −

𝑛

𝛼𝑛
  

0 :      ٌعنً  = 1 − lim
𝑛∞

 
𝑛

𝛼𝑛
lim :      ٌعنً   

𝑛∞
 

𝑛

𝛼𝑛
 = 1 

lim : و بالتالً 
𝑛∞

 
𝛼𝑛

𝑛
 =

1

lim
𝑛∞

 
𝑛
𝛼𝑛

 
=

1

1
= 1 

 :     إذن 

𝑓 ′ 𝑥 =
 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥  

′

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 
=

 
1

1 + 𝑥2 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 
=

1

 1 + 𝑥2  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 
 

 ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1  − ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛  =
1

 1 + 𝑐2  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
 

 :     ٌعنً 
 ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛  − ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1  =

−1

 1 + 𝑐2  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
 

 𝑛2 ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛  − ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1   =
−𝑛2

 1 + 𝑐2  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
 

𝑣𝑛 : نجد  (1و باستعمال نتٌجة السؤال  =
−𝑛2

 1 + 𝑐2  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 < 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 < 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1  

 :  طرفا بطرف نجد  2  و  1 نضرب التأطٌرٌن 

 1 + 𝑛2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 <  1 + 𝑐2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 

<  1 +  𝑛 + 1 2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1  

 :    و منه حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نستنتج أن 

 ∎    lim
𝑛∞

𝐹 𝛼𝑛 

𝛼𝑛
= 0 

𝑛:   عددا صحٌحا طبٌعٌا بحٌث 𝑛لٌكن  ≥ 1   

= 𝑛2 ln  
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
  

= 𝑛2 ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛  − ln 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1    

𝑣𝑛 :لدٌنا  = ln 𝑢𝑛 = ln   
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
 

𝑛2

  

 :      نجد  ∗∗ إذن بالرجوع إلى المتساوٌة  

  
𝑓 𝑛 + 1 − 𝑓(𝑛)

 𝑛 + 1 − 𝑛
=

1

 1 + 𝑐2  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
 

  :    خلاصة

 ∀𝑛 ≥ 1  ,   ∃ 𝑐 𝜖  𝑛; 𝑛 + 1     ;   𝑣𝑛 =
−𝑛2

 1 + 𝑐2  𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 
 

−𝑛2

 1 + 𝑛2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 
< 𝑣𝑛 <

−𝑛2

 1 +  𝑛 + 1 2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
 

; 𝑛   من المجال 𝑐إذن ٌوجد عدد حقٌقً  𝑛 +  :      بحٌث  1

 ∗∗     
𝑓 𝑛 + 1 − 𝑓(𝑛)

 𝑛 + 1 − 𝑛
= 𝑓 ′(𝑐) 

lim :    أي 
𝑛∞

 
𝛼𝑛

𝑛
 = 1 

1

 1 +  𝑛 + 1 2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
<

1

 1 + 𝑐2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 

<
1

 1 + 𝑛2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 
 

−𝑛2

 1 + 𝑛2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 
<

−𝑛2

 1 + 𝑐2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑐 

<
−𝑛2

 1 +  𝑛 + 1 2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
 

1 

3 

2 

𝑛2 

 𝟏  

 𝟐  

 ⨂  
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 : فً البداٌة أذُكركم بالنهاٌتٌن المهمتٌن التالٌتٌن 

𝑣𝑛و لدٌنا   = ln 𝑢𝑛     إذن    :𝑢𝑛 = 𝑒𝑣𝑛   

lim :      و منه 
𝑛∞

 𝑢𝑛 = lim
𝑛∞

𝑒𝑣𝑛 = 𝑒
 lim

𝑛∞
𝑣𝑛  

= 𝑒
 
−2
𝜋

 
 

= lim
𝑛∞

 
−𝑛2

𝑛2 + 2𝑛 + 2
  

1

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
  

=  −1  
1
𝜋
2

 =
−2

𝜋
 

lim :    لدٌنا 
𝑛∞

−𝑛2

 1 +  𝑛 + 1 2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
 

lim :    و لدٌنا كذلك 
𝑛∞

−𝑛2

 1 + 𝑛2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 
 

= lim
𝑛∞

 
−𝑛2

𝑛2 + 1
  

1

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
  

=  −1  
1
𝜋
2

 =
−2

𝜋
 

ٌُصبح  ⨂ إذن التأطٌر    : 

 
−𝑛2

 1 + 𝑛2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 
 

               
< 𝑣𝑛 <  

−𝑛2

 1 +  𝑛 + 1 2 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑛 + 1 
 

                     
 

−𝟐

𝝅
 

𝑛∞ 𝑛∞ 
−𝟐

𝝅
 

𝐥𝐢𝐦 :    إذن حسب مصادٌق تقارب المتتالٌات نجد 
𝒏∞

 𝒗𝒏 =
−𝟐

𝝅
 

𝐥𝐢𝐦 :     و بالتالً 
𝒏∞

 𝒖𝒏 = 𝒆
 
−𝟐
𝝅

 
 

lim
𝑥→+∞

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 =
𝜋

2
lim     و    

𝑥→−∞
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 𝑥 =

−𝜋

2
 

4 

 ∎ ∎ و الحمد لله رب العالمين
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