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  بع ساعاترأمدة إنجاز الموضوع هي. 

  بينهاتمارين مستقلة فيما  ستةيتكون الموضوع من. 

 يمكن إنجاز التمارين حسب الترتيب الذي يرغب فيه المترشح. 

 

                              

 (ن2.................)......التمرين الأول يتعلق  بحساب الاحتمالات -                          

 (ن1)................................. الحسابياتين الثاني يتعلق بالتمر -                          

 ( ن3..5)..........................بالبنيات الجبريةالتمرين الثالث   يتعلق  -                          

 (ن5.23)...........................بالأعداد العقديةن الرابع   يتعلق التمري -                          

 (ن3..)..................................التمرين الخامس   يتعلق بالتحليل -                          

 (ن2.3)..................................يتعلق بالتحليل   سادسالتمرين ال -           

   

 

 غير القابلة للبرمجة  يسمح باستعمال الآلة الحاسبة

 يسمح باستعمال اللون الأحمر بورقة التحريرلا 
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 الصفحة

 (ن  2: ) التمرين الأول 

 . Wو  Vو Uنعتبر ثلاث  صناديق        

ستوداوين على كرتين    Vو U ن و يحتوي كل صندوق من الصندوقينعلى كرة ستوداء و كرتين بيضاوي W يحتوي الصندوق 

 .و كرتين بيضاوين

تم نستحب منه تآنيا  Uإذا كانت هذه الكرة بيضاء نضعها في الصندوق .Wنستحب كرة من الصندوق : نقوم بالتجرب  التالي    

 .تم نستحب منه تآنيا كرتين Vكرتين ، أما إذا كانت هذه الكرة ستوداء  فنضعها في الصندوق 

 ؟ Uالصندوق ما هو احتمال أن يتم الستحب من  -1 5.20

 ما هو احتمال الحصول على كرتين بيضاوين في نهاي  التجرب ؟    -2 0..5

 .المتغير العشوائي الذي يستاوي عدد الكرات البيضاء المحصل عليها في نهاي  التجرب  Xليكن  -3 

  Xحدد قانون احتمال المتغير العشوائي      1

 (ن  1:) التمرين الثاني 

 .عددا صحيحا طبيعيا غير منعدمnليكن         

2.10:  نضع   1n

nb = 2.10و      + 1n

nc = -
    

5.0  
2n:  بين أن -1 n nb c cظ   .أوليان فيما بينهما ncو nbثم استتنتج أن    ظ=

        (a bهو القاستم المشترك الأكبر للعددين الصحيحين  ظa وb ) 

أوجد زوجا  -2 5.0 ,n nx y   من
1n:    يحقق  2¢ n n nb x c y+ =  

   ( ن  37.0) :التمرين الثالث 

 

نضع      1,1J   

I-  لكل عنصرينa وb   من المجالJ
  

:   ، نضع
1

a b
a b

ab


 


  

): تحقق أن -1 0..5 )( )2 1 0a,b J ab" خ +    Jقانون تركيب داخلي في  ثم استتنتج أن   <

 .تبادلي و تجميعي بين أن القانون ( أ -2 5.0

بين أن ( ب     5.20 ,J   يقبل عنصرا محايدا يتم تحديده. 

بين أن (ج    5.0 ,J  زمرة تبادلي. 

 II –  نعتبر التطبيقf  بما يلي  المعرف على   : 
1

1

x

x

e
f x

e





  

  Jنحو  تقابل من  f بين أن الدال  -1 0..5

 
 ( . غير مطلوبgتحديد )fالتقابل العكستي للتطبيق  gليكن -2

:  نضع Jمن  yو xلكل عنصرين         x y f g x g y    

من تشاكل fبين أن     5.0 *, نحو  *,J    حيث  :{ }0*J J= -                                 
    
  

نذكر أن  -3   ,   زمرة تبادلي ، ونقبل أن القانون  توزيعي بالنستب  للقانون  فيJ. 

بين أن       5.0 , ,J   جستم تبادلي. 

  (ن  3.20)  :التمرين الرابع 

5.0 I- 1-  2:   المعادل    £حل في 0z i       (a بحيث المعادل  حلل يرمز:( ) 0Re a > ) 

1حدد معيار و عمدة العدد العقدي ( أ -2      5.0 a+    

:  استتنتج أن( ب         5.20
2 2

8 2
cos

pِ و +÷ç =÷ç ÷çè ّ
 

): تحقق أن (ج         5.0 )( )1 1 1a a i+ - = 1ثم استتنتج  الشكل المثلثي للعدد  + a    

https://men-gov.ma/


  4 
3

       
 

4 

 الموضوع   - 2014  ستتدراية الا الدورة - الامتحان الوطني الموحد للبكالوريا
 (ب)و( أ)  العلوم الرياضة  شعب – الرياضةات:  مادة -

 

RS  42  
 الصفحة

 
  II-  مباشر   و في المستتوى العقدي المنستوب إلى معلم متعامد ممنظم( )O,u,v

r r
Mو   Mو  Bو  Aنعتبر النقط ،       

0zz: و نفترض أن zو   zو  aو  aالتي ألحاقها على التوالي  هي   i      

 zمرافق   zالنقط  التي لحقها  Nلتكن  -1     

بين أن المستتقيمين          5.20 ON   و OM  متعامدان         . 

:                    بين أن ( أ -2      5.20
z a

z a i
az


     

zبين أنه إذا كان ( ب          5.0 a¹ 'z:    فإن  - a¹ و         -
z a z a

z a z a

  
 

 
   

 .غير مستتقيمي   Mو  Bو  Aنفترض أن النقط   -3      

M بين أن النقط              5.0   تنتمي إلى الدائرة المحيط  بالمثلثABM             

 (نقط 0..):التمرين الخامس 

 
I-  لتكنf  الدال  العددي  المعرف  على المجال 0, بما يلي        : 

ln x
f x

x


  

وليكن       C نحنى الممثل للدال  المf
 

)ممنظم  في معلم متعامد )O,i, j
r r

1i:  بحيث  cm=
r

  

أحستب    -1 1 
0

lim
x

f x


و   lim
x

f x


 .ثم أعط تأويلا هندستيا للنتيجتين المحصل عليهما 

ب أحست -2 0..5 'f x   ثم استتنتج تغيرات الدالf  على المجال 0,   

من nلكل -3 
*

[المعرف  على  ngنعتبر الدال  العددي    [0     :بما يلي,1
( ) ( ) n

ng x f x x= - 

تناقصي  قطعا على المجال  ngبين أن الدال ( أ     5.20 0,1  

من nاستتنتج أنه لكل ( ب    5.0
*

من المجال  nوحيد  ، يوجد عدد حقيقي 0,1 بحيث  :   
n

n nf   
 

من nبين أن لكل ( ج    5.0
*

):     لدينا   )1 0n ng a + <    

بين أن المتتالي   (د     0..5 
1n n




 .تزايدي  قطعا ثم استتنتج أنها متقارب  

nنضع  -4 
n

l lim a
® ¥

=  

10تحقق أن ( أ     5.20 1la< £ £     

):   تحقق أن( ب    5.20 ) ( )*
nn h na" خ ):   حيث     ¥= )

( )( )1

2

ln ln x
h x

ln x

-
= - +   

1l: أن  بين( ج    5.0    

5.20 
:    استتنتج أن( د     lim 0

n

n
n




  

5.20 II- 1 - أدرس إشارة التكامل  ( أ 
1

x
f x dx   لكلx  من

*

+، 

:   استتعمال طريق  المكامل  بالأجزاء بين أن ب( ب        5.0 
1

4 4 2 ln
x

f x dx x x x       ( )*x +" خ ،  

أستتنتج بالوحدة ( ج        5.20
2cm  مستاح  الحيز المستتوي المحصور بين المنحنى Cلى التواليو المستتقيمات التي معادلاتها ع: 

          1x  2وx e 0وy   
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5.0 

: نضع nلكل عدد صحيح طبيعي غير منعدم  -2

1

1 k n

n

k

k
u f

n n





 
  

 
 

2nبحيث   kو nبين أنه لكل عددين صحيحين طبيعيين ( أ        1و 1k n   لدينا : 

              

1

1 1 1
k

n

k

n

k k
f f x dx f

n n n n



   
    

   
  

5.0 
):    بين أن ( ب     ) ( ) ( )

1 1

1 1

1 1*

n

n n

n f t dt u f f t dt
n n

ِ و
÷ç" خ £ £ +÷ç ÷çè ّ ٍ  ٍ¥  

4nاستتنتج  أن ( ج     5.0
n
lim u
® + ¥

= 

 (نقط 2.0) التمرين السادس 

 
المعرف  على المجال gنعتبر الدال  العددي       0, بما يلي :  

21
t

x

g x e dt   

):  نضع   ،من  xلكل  -1 )
2

1

x

tk x e dt-=  ٍ 

من المجال   xتحقق أنه لكل(أ    5.20 0,  لدينا :( ) ( )g x k x= - 

متصل  على gبين أن الدال  ( ب   5.0 0, وقابل  للاشتقاق على  0,  

احستب ( ج   5.0 'g x  لكلx  من 0,   ثم استتنتج أن الدالg تناقصي  قطعا على المجال 0,       

: بين أن( أ -2  0..5 
   * 0 1

2

xg x g
x e

x x





        

 .و أعط تأويلا هندستيا للنتيج  المحصل عليها  0غير قابل  للاشتقاق على اليمين في  gاستتنتج أن الدال  ( ب     5.0

 انتهى
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  ي المغازلي:ذ                       2014ان الوطني الموحد الدورة ا�ستدراكية تصحيح ا�متح        يلية بالصويرة           ثانوية محمد الخامس التاھ
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Ammarimaths 

  التمرين ا�ول
       

                                    ( ) ( ) ( )2 ,2 ; 2 ,2 ; 1 ,2U N B V N B W N B  

  Uا�حتمال لكي يتم السحب من الصندوق  )1

:ذا ا�حتمال ھوو ھ Wيجب أن نسحب كرة بيضاء من الصندوق  U لكي يتم السحب من الصندوق
2

3
                                  

:ھو   Uا�حتمال لكي يتم السحب من الصندوق  
2

3
 

 :احتمال الحصول على كرتين بيضاوين في نھاية التجربة )2

)و فقط إذا سحبنا كرة بيضاء من يتحقق الحدث إذا  )1 ,2W N B  و كرتين بيضاوين من( )2 ,3U N B 

)أو سحبنا كرة سوداء من  )1 ,2W N B  و كرتين بيضاوين من( )3 ,2V N B  

:إذن احتمال ھذا الحدث ھو 
2 2
3 2
2 2
5 5

2 1 2 3 1 7

3 3 3 10 30

C C

C C

× +× + × = =
×

                       

ھو :احتمال الحصول على كرتين بيضاوين في نھاية التجربة
7

30
  

  Xقانون احتمال المتغير العشوائي )3

)لدينا  ) { }0,1,2X Ω =   

( )( )
22
32

2 2
5 5

2 1 5
0

3 3 30

CC
p X

C C
= = × + × )و  = )( )

1 1 1 1
2 3 3 2

2 2
5 5

2 1 18
1

3 3 30

C C C C
p X

C C

× ×= = × + × =  

)) 2سؤال و لدينا حسب ال )( ) 7
2

30
p X = =   

  :مقدم في الجدول التالي Xقانون احتمال المتغير العشوائي  هومن
  

2   1   0   k   
7

30
   

18

30
   

5

30
   ( )( )p X k=   

  
  التمرين الثاني

  
                         2.10 1n

nb = )و    + ); 2.10 1n
nn c∀ ∈ = −ℕ   

)لدينا  )1 ) 2n n n n n nb c c b c c∧ = ∧ − = 2عدد فردي فإن  ncو بما أن  ∧ 1nc ∧ 1nإذن  = nb c∧ = 

  أوليان في ما بينھما  ncو  nbنستنتج أن  

  
2n n nb c c∧ =   يان في ما بينھماأول  ncو  nbو   ∧

1nبما أن  )2 nb c∧ )فإن حسب مبرھنة بوزو يوجد  = ),n nx y  2من
ℕ  1بحيثn n n nb x c y+ =  

  :باستعمال خوارزمية أقليدس  nyو  nxنحدد 

)دينا ل ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2 10 1 1 10 1 1 10 1 10
2 10 1 1

n n n n n n
n n n n n nn

n

b c
c c b c c b

c

= +
⇒ = − − ⇒ = − − − ⇒ = + − = − +

   

  نستنتج أن                        
1 10n

nx = 10nو −
ny =   

  
  

  )1(الصفحة                                                                       
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Ammarimaths 

  التمرين الثالث

I  ( ) ] [( )2
, 1,1 ;

1

a b
a b a b

ab

+∀ ∈ − ∗ =
+

   

   :لدينا )1
11 1

1 1 1 0 1 2
1 1 1

aa
ab ab ab

b b

 <− < < 
⇒ ⇒ < ⇒ − < < ⇒ < + < − < < < 

  

  إذن                       

( ) ] [( )2
, 1,1 ;1 0a b ab∀ ∈ − + > 

لدينا 
( )( )1 11

1 1 0
1 1 1

a ba b a b ab
a b

ab ab ab

− −+ + − −∗ − = − = = <
+ + +

   

 و 
( ) ( )1 11

1 1 0
1 1 1

a ba b a b ab
a b

ab ab ab

+ ++ + + +∗ + = + = = >
+ + +

  

1نستنتج أن  1a b− < ∗ aو منه  > b J∗   :و بالتالي ∋
                                                          

  J قانون داخلي في ∗   

 تبادلي و تجميعي ∗لنبين أن القانون ) أ )2

 

)لدينا  )( )2, ;
1 1

x y y x
x y J x y y x

xy yx

+ +∀ ∈ ∗ = = = ∗
+ +

  تبادلي ∗إذن القانون  

)و لدينا  )( ) ( )3 1
, , ;

1 11
1

x y
z

x y x y z xyzxy
x y z J x y z z

x yxy xy xz yzz
xy

+ +
+ + + ++∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ = =++ + + ++

+

  

)       و ) 1
1 11

1

y z
x

y z x xyz y zyz
x y z x

y zyz yz xy xzx
yz

++
+ + + ++∗ ∗ = ∗ = =++ + + ++

+

  

)إذن  )( ) ( ) ( )3, , ;x y z J x y z x y z∀ ∈ ∗ ∗ = ∗   تجميعي∗و منه  القانون  ∗

  تبادلي و تجميعي ∗القانون 
  دتحديد العنصر المحاي) ب

)بحيث  Jمن   eلنحدد  );x J x e x∀ ∈ ∗ =   

( )
( )

( )
1 0

2 2; 1 0
1

xex e
x J x e x x x e x x e x e

xe

+ >+∀ ∈ ∗ = ⇔ = ⇔ + = + ⇔ − =
+

  

[و بما أن  [1,1x∈ 21فإن   − 0x− 0eو منه  ≠ 0(و  = J∈ (  

)تبادلي إذن  ∗القانون  ); 0 0x J x x x∀ ∈ ∗ = ∗   وھذا يعني أن  =

   ∗ ھو العنصر المحايد للقانون 0

)لنبين أن ) ج ),J   زمرة تبادلية ∗

   ∗بالنسبة للقانون ) إذا وجد(مماثله x'و  Jمن  xليكن 

لدينا 
'

' '
'

0 0
1

x x
x x x x

xx

+∗ = ⇔ = ⇔ = −
+

   

[و بما أن  [1,1x∈ [فإن  − [1,1x− ∈ )تبادلي إذن ∗و  القانون − ) ( ) ( ); 0x J x x x x∀ ∈ ∗ − = − ∗ =
 

  
                                                        

    
   )                       2(الصفحة                                                                       
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  )ب(و ) أ( -شعبة العلوم الرياضية –مادة الرياضيات                                                                   

Ammarimaths 

   −xھو  ∗قانون مماثل بالنسبة لل Jمن  xو منه لكل 
  إذن Jفي  مماثل Jمن  عنصرلكل و و يقبل عنصرا محايدا  تبادلي و تجميعي ∗القانون : خ>صة

( ),J   زمرة تبادلية ∗

II f  تطبيق معرف علىℝ   ب( ) 1

1

x

x

e
f x

e

−=
+

   

  Jنحو   ℝتقابل من  fلنبين أن  )1

):المعادلة  و لنحلJمن  yليكن  ) ( );x f x y∈ =ℝ   

( ) ( ) 1 1
; 1

1 1

x
x x x

x

e y
x f x y y ye y e e

e y

− +∈ = ⇔ = ⇔ + = − ⇔ =
+ −

ℝ  

yو بما أن  J∈فإن 
1

0
1

y

y

+ >
−

ھو  ℝسابق و حيد في Jمن  yومنه لكل  
1

ln
1

y

y

+
−

  نستنتج أن  

f  تقابل منℝ   نحوJ  

  . fتصال و رتابة باستعمال ا fيمكن أن نبين تقابل : م>حظة

):ب Jقانون معرف على  ⊥ )2 )( ) ( ) ( )( )2, ;x y J x y f g x g y∀ ∈ ⊥ = ×  

)أن تشاكل من  fلنبين  ),∗ ×ℝ نحو( ),J ∗ }بحيث   ⊥ }\ 0J J∗ =   

)لدينا  ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )2
, ;x y f x f y f g f x g f y∗∀ ∈ ⊥ = ×ℝ   

)فإن  fھو التقابل العكسي ل  gو بما أن  ) ( )( ) ( )( )2, , ,x y g f x x g f y y∀ ∈ = =ℝ   

)نستنتج أن  ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2
, ;x y f x f y f x y∗∀ ∈ ⊥ = ×ℝ و ھذا يعني أن  

)تشاكل من  fأن  ),∗ ×ℝ نحو( ),J ∗ ⊥    

 

) لنبين أن )3 ), ,J ∗   جسم تبادلي ⊥

)تشاكل من  fلدينا ),∗ ×ℝ نحو( ),J ∗ )و   ⊥ ),∗ ×ℝ  زمرة تبادلية إذن( ),J ∗  زمرة تبادلية   ⊥

)لدينا    و  ),J ∗
 
  نستنتج أن  ∗توزيعي على  ⊥و  زمرة تبادلية 

( ), ,J ∗   جسم تبادلي ⊥

  ابعالتمرين الر
I  1  ( لنحل فيℂ 2 المعادلة 0z i+ =   

   لدينا
1 1

)
2 2

z i= − )أو  + )22 1 1 1
0 1 (

2 2 2
z i z i z i+ = ⇔ = − ⇔ = −   

)حل المعادلة بحيث ھو  aبما أن )Re 0a    ن فإ <
1 1

2 2
a i= :ومنه مجموعة حلول المعادلة ھي  −

    
           

  

{ },S a a= −
   

     a +1معيار و عمدة العدد العقدي    ) أ)2
 لدينا             

21 1
1 1 1 cos sin 2cos 2 sin cos 2cos cos sin

4 4 8 8 8 8 8 82 2
a i i i i

π π π π π π π π    + = + − = + − = − = − + −    
      

  نستنتج أن 

( ) [ ]arg 1 2
8

a
π π+ ≡ −

و       
1 2cos

8
a

π+ =
   

  
 ) 3(لصفحة ا                                                                        
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 استنتاج) ب
2 2

cos
8 2

π +=   

حسب السؤال السابق لدينا 

2 2
1 1 1 1 1 1 1 1

cos 1 1 1 2 2 2
8 2 2 2 2 2 22 2

a
π    = + = + + = + + + = +   

   
   

  ومنه 

2 2
cos

8 2

π +=  

)لنبين أن  )ج )( )1 1 1a a i+ − = +  

)لدينا  ) ( ) ( ) ( )
2

2 1 1
1 1 1 1 1 1 2 1

22
a a a i i i

   + − = − = − − = − + = +  
  

   

  إذن 

( )( )1 1 1a a i+ − = +  

1استنتاج الشكل المثلثي  ل  a−   

لدينا 

2,
1 2 3 34

1 , 2 2 ,
1 8 82 22cos ,

8 8

i
a

a

π
π π

π π

 
   +   − = = = = −   +     + −  

   

1ذن الشكل المثلثي للعدد إ a−   
3

1 2 2 ,
8

a
π − = −  

  

II في المستوى المنسوب الى معلم متعامد ممنظم  ( ), ,O u v
� �

,لدينا   ,M B Aو'M على التوالي النقط التي ألحاقھا  , ,z a a−  و'z.  

'بحيث  0zz i+   . zالنقطة التي لحقھا  Nو  =

)لنبين أن المستقيمين  )1 )ON  و( )'OM متعامدان  

لدينا 
� ( )

( ) ( )'

'
, 2

aff ON
OM ON Arg

aff OM
π

 
   ≡      

 

����
����� ����

و   �����
( )
( ) ( )''

2
aff ON z

Arg Arg
zaff OM

π
 

   ≡   
  

 

����

�����  

و بما أن 
' '

,
2

z zz zz
izz zz

z zz i

π = = = =  −  
)فإن   )'

2
2

z
Arg

z

π π
 

≡ 
 

و منه 
� ( )', 2

2
OM ON

π π  ≡ 
 

����� ����
  وھذا يعني أن  

)المستقيمين  )ON  و( )'OMمتعامدان  

' لنبين أن) أ )2 z a
z a i

az

−− =  

      لدينا 
( )2

2
'

a ii i az ia a z ia iz z a
z a a i

z z az az az

=−− − − − − − + −− = − = = = =
 

  

  طلوب و ھذا ھو الم
 

' z a
z a i

az

−− =  

لدينا ) ب
2

' ' 2
2 2

z a iz ia a z z a
z a z a a i a i

az az az

− − + ++ = − + = + = = −   

  
'ومنه  '0 0z a z a z a z a≠ − ⇒ + ≠ ⇒ + ≠ ⇒ ≠ −   

  
  )4(الصفحة                             
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  :  أي أن

zإذا كان  a≠ z'فإن  − a≠ −   

' لدينا و  z a
z a i

az

−− ' و  = z a
z a i

az

++ = إذن    −
'

'

z a
iz a z aaz

z az a z ai
az

−
− −= = −++ +−

  و منه 

  
'

'

z a z a

z a z a

− −= −
+ +

  

,Mبما أن النقط  )3 ,B A  غير مستقيمية فإن النقطM, ,B A  و'M غير مستقيمية 

,Mإذن  ,B A  و'M  متداورة يكافئ
'

'

z a z a

z a z a

− +× ∈
− +

ℝ   

لدينا  و
' '

' '
1

z a z a z a z a

z a z a z a z a

− − − += − ⇒ × = −
+ + − +

,Mإذن     ,B A  و'M  متداورة  

   ومنه
   AMBطة بالمثلث تنتمي إلى الدائرة المحي M'النقطة 

  التمرين الخامس
  

f  دالة معرفة على] )ب   ∞+,0] ) ln x
f x

x

−=   

  ∞+و عند   +0عند fحساب نھايتي  )1

( )
0 0

ln
lim lim
x x

x
f x

x+ +→ →

−= = +∞
Bن (  

0

1
lim
x x+→

= +∞
)و  )

0
lim ln
x

x
+→

− = +∞(  

( ) ln ln
lim lim lim 2 0
x x x

x x
f x

x x→+∞ →+∞ →+∞

−= = − =   

( ) ( )
0

lim 0; lim
x x

f x f x
+→+∞ →

= = +∞  

   
  التأويل الھندسي

)محور ا�فاصيل مقارب ل :   )C  و محور ا�راتيب مقارب ل( )C بجوار+∞   

  
  fحساب مشتقة  )2

f قابلة ل>شتقاق على] )و لدينا ∞+,0] ) ( )'

2

ln
ln 2 ln 22;
2 2

x x
x x x xx xx f x

x x x x x

− +
− −∀ ∈ = = =ℝ  

  إذن 

( ) ( )' ln 2
;

2

x
x f x

x x

−∀ ∈ =ℝ  

lnھي إشارة  f'إشارة  2x 2lnأي إشارة  − lnx e−  و منه  
  

f   2تزايدية قطعا على المجال,e +∞   20و تناقصية قطعا على,e     

3( ng  دالة معرفة على] )ب  0,1] ) ( ) n
ng x f x x= nمع  − ∗∈ℕ   
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[تناقصية قطعا على ngلنبين أن   ) أ [0,1 

ng ابلة ل>شتقاق علىق ] [و لدينا 0,1] [( ) ( ) ( )' ' 10,1 ; n
nx g x f x nx −∀ ∈ = −   

[بمان أن  [( ) ( )'0,1 ; 0x f x∀ ∈ [فإن > [( ) ( )'0,1 ; 0nx g x∀ ∈   و منه >

  

ng تناقصية قطعا على] [0,1 

[لنبين أن   ) ب [ ( ) ( )! 0,1 ;
n

n n nfα α α∃ ∈ = 

ng  متصلة و تناقصية قطعا على المجال] [تقابل من  ngإذن  0,1] [نحو  0,1] [( )0,1ng  و لدينا

] [( ) ( ) ( ) ] [
1 0

0,1 lim , lim 1,n n n
x x

g g x g x
− +→ →

 = = − +∞  
  

[و بما أن  [0 1,∈ − [و  ngب nαسابق و حيد  0فإن للمعادلة ل ∞+ [0,1nα [يعني  ∋ [ ( )! 0,1 ; 0n n ngα α∃ ∈ =   

)و بما أن  ) ( ) ( )n

n n n ng fα α α= )فإن  − ) ( )n

n nf α α= و ھذا ھو المطلوب:  

  

] [ ( ) ( )! 0,1 ;
n

n n nfα α α∃ ∈ =  

) لنبين أن) ج ) ( )1; 0
n nn g α∗

+∀ ∈ <ℕ  

[) حسب السؤال ج [1; 1 ! 0,1nn n α∗ ∗
+∀ ∈ + ∈ ⇒ ∃ ∈ℕ ℕ   

)و لدينا  ) ( ) 1

1 1

n

n nf α α +
+ )إذن  =+ ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1 1 1 1 1 1 0
n

n n n

n n n n ng α α α α α+
+ + + + += − = − <  

  و ھذا ھو المطلوب 

( ) ( )1; 0
n nn g α∗

+∀ ∈ <ℕ  

)لنبين أن المتتالية )د )n n
α ∗∈ℕ تزايدية قطعا  

)   لدينا   )1 0
n ng α + )و > ) 0n nn g α∗∀ ∈ =ℕ   

)إذن  ) ( )1n n n nn g gα α∗
+∀ ∈ <ℕ  وبما أنng   تناقصية قطعا على المجال] )فإن 0,1] ) 1; n nn α α∗

+∀ ∈ >ℕ  

  :ما يعني أن 

)متتالية لا )n n
α ∗∈ℕ تزايدية قطعا   

)المتتالية  )n n
α ∗∈ℕ   متقاربة إذن فھي 1تزايدية و مكبورة ب  

10لنتحقق من أن  )أ )4 1lα< ≤ ≤ 

بما أن 
( ) ] [; 0,1nn α∗∀ ∈ ∈ℕ

[فإن   ]lim 0,1nα )و بما أن  ∋ )n n
α ∗∈ℕ  تزايدية قطعا فإن

( ) 1; nn α α∗∀ ∈ ≥ℕ
  

1limو منه  nα α≥  نستنتج أنl   نھاية( )n n
α ∗∈ℕ  تحقق  

  

10 1lα< ≤ ≤  

) لنبين أن )ب ) ( ); nn h nα∗∀ ∈ =ℕ  

)لدينا  ) ( )ln ln1

2 ln

x
h x

x

−
= − +   

( ) ( ) ( )( )
( )

ln ln1
;

2 ln
n

n

n

n h
α

α
α

∗ −
∀ ∈ = − +ℕ  و بما أن ( ) ( ) ln

0 ;
x

x f x
x

−∀ > =
   

)فإن  ) ( ) lnn n
n n

n

f
αα α

α
−= =    

   ) 6(الصفحة                                                                                   
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  و منه

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )
( )

1
12
2

1 1 1

2 2 2

ln
ln1 1 1 1 1 1 1

;
2 2 2 2 2 2 2

n
nn

n n
n

n n n

n n n

n h n n n n
α α α

α
α α α

+
+

∗

+ + +

 
  −      ∀ ∈ = − + = − + + = − + + = − + + =     

     − − −
ℕ

:      وبالتالي
 

( ) ( ); nn h nα∗∀ ∈ =ℕ  

1l لنبين أن) ج =   

1lنفترض أن  0إذن   ≠ 1l< [معرفة و متصلة على المجال  hو بما أن الدالة  > )فإن  0,1] ) ( )lim nn
h h lα

→+∞
=   

)و ھذا غير ممكن Bن  )lim limnn n
h nα

→+∞ →+∞
= =   إذن ا�فتراض  اBول خاطئ و عكسه ھو الصحيح ∞+

1l =  

)لنبين أن  )د  )lim 0
n

n
n

α
→+∞

=   

)لدينا   )lim ln ln l 0nn
α

→+∞
= limإذن   > ln n

n
n α

→+∞
= )و منه  ∞− ) lnlim lim 0n

n n
n

n n
e αα

→+∞ →+∞
=   و ھذا ھو المطلوب =

( )lim 0
n

n
n

α
→+∞

=  

      II  -1 (لندرس إشارة التكامل ) أ( )1

x
f x dx∫  لكلx من∗

ℝ   

)لدينا  )
( )

( )
0 1 1

0 1 ln 0 0 0
x

x
x x f x f x dx

< <

< < ⇒ < ⇒ > ⇒ >∫    

)و   )
( )

( )
1 1

1 ln 0 0 0
x

x
x x f x f x dx

>

> ⇒ > ⇒ < ⇒ )و ∫< )1
1 0

x
x f x dx= ⇒ =∫  

  
  نستنتج أن 

] [( ) ( )1
0, ; 0

x
x f x dx∀ ∈ +∞ ≥∫  

  

)لنبين ان)ب ) ( )1
; 4 4 2 ln

x
x f x dx x x x∗

+∈ = − +∫ℝ  

) لدينا                ) ( ) ( ) ( )11 1 1 1ln 1 1
; 2 ln 2 2 ln 2

x x x xx

x
x f x dx dx x x x dx x x dx

xx x
∗
+

− −  ∈ = = − − = +    
∫ ∫ ∫ ∫ℝ   

                               ( )1

2 ln 2 2 2 ln 4 1 4 4 2 ln
x

x x x x x x x x x = + = + − = − +    

  و منه 

( ) ( )1
; 4 4 2 ln

x
x f x dx x x x∗

+∈ = − +∫ℝ  

  
)حساب مساحة الحيز المحصور بالمنحنى) ج )C   1و المستقيمات التي معاد�تھا على التواليx 2xو  = e= 0وx =   

)لدينا       2cmھذه المساحة ب  Sلتكن  )( ) ( )2

1 2 2 2 2 2 24 4 2 ln 4
e

S f x dx cm e e e cm cm= = − + =∫   

  المساحة المطلوبة ھي        
24S cm=  

                                                                               
                          

  
    

  )  7(الصفحة               
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∗من   nلكل ) )2
ℕ   نضع:

1

1 k n

n
k

k
u f

n n

=

=

 =  
 

∑   

[متصلة وتناقصية قطعا على  fلدينا ) أ [و  0,1[ ]1
, 0,1

k k

n n

+  ⊂  
 متصلة وتناقصية قطعا على  fإذن  

1
,

k k

n n

+ 
  

  و منه

( ) ( )
1 1 11 1 1k k k

n n n
k k k

n n n

k k k k k k
x f f x f f dx f x dx f dx

n n n n n n

+ + ++ + +       ≤ ≤ ⇒ ≥ ≥ ⇒ ≥ ≥       
       

∫ ∫ ∫   

و لدينا 
1 1k

n
k

n

k k
f dx f

n n n

+
   =   
   

و   ∫
1 1 1 1k

n
k

n

k k
f dx f

n n n

+ + +   =   
   

∫  

2nبحيث  ℕمن  kو nنستنتج أن لكل  1و   ≤ 1k n≤ ≤   :لدينا −
  

( )
11 1 1k

n
k

n

k k
f f x dx f

n n n n

++   ≤ ≤   
   

∫  

):   المتفاوتة السابقة تستلزم أن)ب ) ( )
11 1 1

1 1 1

1 1 1
1

kk n k n k n
n

k
k k kn

k k
f f x dx f

n n n n

+= − = − = −

= = =

+   ≤ ≤   
   

∑ ∑ ∑∫  

)لدينا  )1 0f إذن  =
1

1 1

1 1k n k n

n
k k

k k
f f u

n n n n

= − =

= =

   = =   
   

∑ ∑  

  

و لدينا 
1 1

1 2 2

1 1 1 1 1 1k n k n k n

n
k k k

k k k
f f f u f

n n n n n n n n

= − = = −

= = =

+       = = = −       
       

∑ ∑ ∑  

)  كما أن ) ( )
11 1

1
1

kk n
n

k
k nn

f x dx f x dx
+= −

=

=∑ ∫ ∫
 

  

)بعد التعويض في نستنتج  ) :أن 1( ) ( )1

1

1 1
; n n

n

u f t dt u f
n n

∗  ∀∈ ≤ ≤ −  
 

∫ℕ  

)يعني أن  ) ( ) ( )1 1

1 1

1 1
; n

n n

f t d u f t dt f
n n

∗  ∀∈ ≤ ≤ +  
 

∫ ∫ℕو ھذا ھو المطلوب  

( ) ( ) ( )1 1

1 1

1 1
; n

n n

f t d u f t dt f
n n

∗  ∀∈ ≤ ≤ +  
 

∫ ∫ℕ  

  

و بوضع ) حسب السؤال ب) ج
1

x
n

)نحصل على  = ) ( ) ( ) ( )1 1
; nx x

n f x dx u xf x f x dx∗∀ ∈ ≤ ≤ +∫ ∫ℕ   

)و لدينا ) ( )1

0 0

ln
lim lim 4 4 2 ln lim ln 4 4 2 ln 4

xn x x

x
xf x f x dx x x x x x x x x x

x+ +→+∞ → →
+ = − + − + = − + − + =∫  

)و )1

0
lim lim 4 4 2 ln 4

xn x
f x dx x x x

+→+∞ →
= − + =∫  

  إذن حسب خاصيات النھايات و الترتيب 
lim 4nu =  

  التمرين السادس 
g  الدالة المعرفة على المجال[ )ب  ∞+,0] ) 21 t

x
g x e dt−= )و نضع  ∫ ) ( ) 2

1
;

x tx k x e dt−∀ ∈ = ∫ℝ   

)لدينا )  أ  )1 ) ( ) ( )2 21

1
;g

xt t

x
x x e dt e dt k x− −∀ ∈ = = − = −∫ ∫ℝ  

  أذن 

( ) ( ) ( );gx x k x∀ ∈ = −ℝ  
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  ي المغازلي:ذ                       2014ثانوية محمد الخامس التاھيلية بالصويرة                   تصحيح ا�متحان الوطني الموحد الدورة ا�ستدراكية 

  )ب(و ) أ( -شعبة العلوم الرياضية –مادة الرياضيات                                                                   
Ammarimaths 

  
   gأتصال و اشتقاق الدالة )ب

الدالة 
2tt e

ϕ
  )1التي تنعدم عند ϕأصلية ( ℝمتصلة و قابلة ل>شتقاق على  kإذن الدالة  ℝمتصلة و قابلة ل>شتقاق على  →−

tو الدالة   t
ψ
]متصلة على  → [و قابلة ل>شتقاق على  ∞+,0] ]متصلة على  gإذن الدالة  ∞+,0] و قابلة ل>شتقاق على  ∞+,0]

]   ) ψو  kمركب (  ∞+,0]

: إذن
 

g  متصلة على[ [و قابلة ل>شتقاق على  ∞+,0] [0,+∞  

) حساب) ج  )'g x   

[لدينا  [( ) ( ) ( )
2

' ' 1
0, ;

2 2

xe
x g x k x

x x

−−∀ ∈ +∞ = − ×   إذن  =

] [( ) ( )
2

'0, ;
2

xe
x g x

x

−−∀ ∈ +∞ =  

[بما أن  [( ) ( )'0, ; 0x g x∀ ∈ +∞ [تناقصية قطعا على  gفإن > ]فإنھا تناقصية قطعا على 0و بما أنھا متصلة على يمين  ∞+,0] [0,+∞   

  

]تناقصية قطعا على gالدالة  [0,+∞   

)لنبين أن ) أ)2 ) ( ) ( ) 2

0
;

2

xg x g e
x

x x

−
∗
+

− −∀ ∈ <ℝ  

∗من  xليكن 
+ℝ  الدالةg  متصلة على المجال[ ]0,x  و قابلة ل>شتقاق على] [0,x  

[من  cإذن حسب مبرھنة التزايدات المنتھية  يوجد  [0,x بحيث  

( ) ( ) ( )
2

'0

2

cg x g e
g c

x c

−− −= =   

لدينا 

2 2 2 2

2 2
2 2

2 2

1 11 1 00 2 2
2 20 2 2

2 2 2 2
0

x c c x

x c

c x e e e e
x cc x x c

x c c xc x
x c e e

− − − −

− −

 < << < < − −  < < ⇒ ⇒ ⇒ ⇒ < ⇒ <  
<   − < − < < 
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)ومنه  ) ( ) ( ) 2

0
;

2

xg x g e
x

x x

−
∗
+

− −∀ ∈ <ℝ

  

( ) ( ) ( ) 2

0
;

2

xg x g e
x

x x

−
∗
+

− −∀ ∈ <ℝ  

  على يمين الصفر و التأويل الھندسي للنتيجة المحصل عليھا gراسة قابلية اشتقاق الدالة د )ب

:لدينا 
( ) ( ) ( ) 2

2

0

0
;

2

lim
2

x

x

x

g x g e
x

x x

e

x+

−
∗
+

−

→

 − −∀ ∈ <



− = −∞

ℝ

إذن  
( ) ( )

0

0
lim

x

g x g

x+→+

−
= −∞  

  
  )موجه نحو اBسفل(يقبل نصف مماس عمودي  gو مبيان  0غير قابلة ل>شتقاق على يمين  gو بالتالي 

  
  )موجه نحو اBسفل(يقبل نصف مماس عمودي  gو مبيان  0غير قابلة ل>شتقاق على يمين  gو بالتالي 
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hو fإضافة  مبيان الدالتين 
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