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La durée

de I’épreuve est de 4 heures.

L’épreuve comporte cing exercices indépendants deux a deux.

Les exercices peuvent étre traités selon 1’ordre choisi par le

candidat.

Le premier exercice se rapporte aux structures algébriques.
Le deuxiéme exercice se rapporte au calcul des probabilités
Le troisieme exercice se rapporte aux nombres complexes.

Le quatrieme exercice se rapporte a I’analyse.

Le cinquieme exercice se rapporte a 1’analyse.

L’USAGE DES CALCULATRICES NON PROGRAMMABLES EST AUTORISE

L’usage de la couleur rouge n’est pas permis
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Exercicel :(3,5 points) les parties I et 11 sont indépendantes
2(Xx-1)(y-1)+(x-2)(y-2
I- Pour tout X et Y de lintervalle G = ]1, 2[ onpose: X* Yy = (x=D(y-D+(x-2)(y-2)
(Dy-D+(x-2)(y-2)
05 1-Montrer que s est une loi de composition interne dans G
2-On rappelle que(D i,x) est un groupe commutatif.
) X+ 2
On considére Iapplication T del] L vers G définie par: f (X) =—
X+1
0.75 a)Montrer que T est un isomorphisme de(D i,x) dans (G,*)
0.5 b)En déduire que (G, *) est un groupe commutatif dont on déterminera 1’élément neutre.
000
11-On rappelle que(M3 (D ),+,><) est un anneau unitaire dont le zéroest O={ 0 0 0
0 00
100
et I'unitéest | =0 1 0] etque (M3(D ),+,-) est un espace vectoriel réel
001
0 3 2
etonpose: A={0 0 1
000
0.5 1-a)Vérifier que : A° = O eten déduire que A est un diviseur de zéro dans I’anneau
(M, (D), +.%)
05 b)Vérifier que : (A2 — A+ )(A+ | ) = | en déduire que lamatrice A+ | admet un inverse
dans(l\/l3 (D ),+,><) que 1’on déterminera.
0.75 2-Pour tout @ et b de [ onpose: M (a,b) =al +bA et ’on considére I’ensemble
E={M(ab)/(ab)el? }
Montrer que( E,+, ) est un espace vectoriel réel dont on determinera une base.
Exercice2 :(3points)
Une urne contient 3 boules rouges et 4 boules noires indiscernables au toucher.
I- On tire au hasard successivement et avec remise quatre boules de I’urne . et on considére 1 a variable
aléatoire X égale au nombre de boules noires tirées.
1 1- Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X
0.5 2- Calculer E(X) I’espérance mathématique de la variable aléatoire X
[1-On réalise 1’expérience aléatoire Suivante en trois étapes :
Etape 1 :On tire une boule de I’urne ,on marque sa couleur et on la remet dans I’urne.
Etape 2 :On ajoute dans I’'urne 5 boules de méme couleur que la boule tirée a1’étape 1
Etape 3 : On tire successivement et sans remise 3 boules de I’'urne qui contient alors 12 boules apres
I”étape 2
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On considere les événements suivants :
N "la boule tirée a I’étape 1 est noire"
R "la boule tirée a I’étape 1 est rouge"
E "toutes les boules tirées a I’étape 3 sont noires "
12
05 1) Montrerque:  P(ENN)= =
05 2) Calculer p(E)
05 3) Calculer la probabilité de I’événement R sachant que E est realisé.
Exercice 3 : (3.5points)
I- Soit @ un nombre complexe différent de 1
. 952 2
On considére dans I’ensemble L] 1’équation : (E) 27° — 2(8. —1) Z+ (a —1) =0
a-1 . a-1 .
0.5 1) Montrer que : Z; = ( > )(1+ I) et Z, = ( > )(1— I) sont les deux solutions de 1’équation (E)
2)onprend a=€"avec 0<O< 7
v
0.5 a-Montrerque: @ —1=2sin—e" 2
2
1 b- En déduire la forme trigonomeétrique de Z,et Z,
I1- Le plan complexe étant rapporté aun repere orthonormé direct(o, U,V)
On admet que Re(a) <0 etonconsidére les points A(a) B (—i ) C (i)et B (1)
0.5 | 1) Déterminer en fonction de @ |, les affixes des points J et K milieux respectifs de [AC] et[AB]
- - 7Z- - 7Z-
2) Soit I la rotation de centre J et d’angle — et I'2 la rotation de centre K et d’angle—
Onpose C = I’l(C) et A = r, (A) etsoient C' l’affixede C' et ' I'affixede A'
0.5 Montrerque: a'=2, et C'=12,
0.5 3) Calculer 1 et en déduire que la droite (AB' )est une hauteur du triangle A' B'C'
a —
Exercice 4 :(8.25 points)
1
f(X)=———=
1-Soit f la fonction numérique définie sur[0,+oo[ par : J1+x2In?x
f(0)=1
05 a) Montrer que T est continue a droite au point 0 ,puis calculer lim f (x)
X—>+00
05 b)Etudier la dérivabilité de f a droite au point 0 ( On pourra utiliser le résultat lim xIn®x=0)
x—0*
, —xInx(@+Inx
c) Montrer que T est dérivable sur ]O,+oo[ etque: (Vx>0) ; f'(x)= ( 3)
05 (L+x?In? x)2
0.5 d)Donner le tableau de variation de la fonction f
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X
2- Soit F la fonction numérique définie sur[0,+oo[ par: F(X)= ...o f (t)dt
etsoit (C_) lacourbe représentative de F dans un repére orthonormé ©:i,]))
0.25 a)Déterminer une primitive de la fonction X i surl’intervalle[e,+oo[
Xin X
0.5 b)Montrer que : (Vt>e) ; tInt <y1+t%In’t < J2 tint
1 X 1
0.75 c)Montrer que: (Vx>e) ; —=In(Inx) <| ————=—==dt <In(Inx)
J2 ! J1+£2In’t
i . F(x
0.5 d)En déduire que: lim F(X) =+o0 et lim Fl =0
X—>+00 X—>+00 X
0.5 e)Montrer que (CF) admet deux points d’inflexions dont on déterminera les abscisses.
1
1 f) Construire (C.)  (onprend F(1) [ 0,5 etF (—j 10,4)
e
3- Pour tout X de [O,+oo[on pose : @(X) =X—F(X)
0.75 a) Montrer que lim @(X) = +o0 et étudier les variations de ¢
X—>+00
b)Montrer que pour tout entier naturel N , I’équation ¢(X) =N admet une seule solution ¢, dans
05 I’intervalle [0,+OO[
05 c) Montrer que : (Vn el ) ; o, =N puiscalculer: lim e,
N—+c0
Fla F(n
05 | 4-3)Montrer que: (vn>1); 0< (@) < (n) + f(n)(On pourra utiliser le théoréme des
: a, n
accroissements finis)
b)Calculer : lim <o
05 )Calculer : nLrEO?
Exercice5 : (1.75 points)
2
arctan(n)
Pour tout entier naturel nonnul N onpose: U, = et V, = In(un)
arctan(n+1)
025 | 1-vérifier que: (YN >1) ; v, =n? (In (arctan(n))—In(arctan(n +1)))
2-En utilisant le théoreme des accroissements finies, montrer que :
2
—-N
05 | (Vn21) 3ce]n,n+1) ; v, =
2
(1+¢?)arctan(c)
2 2
—N —N
3-Montrer que : (Vn > 1) ; > <V, < >
05 (1+n?)arctan(n) (1+(n +1) )arctan(n +1)
05 4-Calculer:  [Im u,

N—>-+00

FIN
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